n:l Systemes linéaires : corrigés

TERMINALE S1-S3 - CHAPITRE 14 - CORRIGES DETAILLES

Séries S1, S3 et STA. Corrigés détaillés des exercices d'application. Tous les résultats ont été
verifiés par calcul exact, et recoupés par un calcul numerique indépendant. Les opérations sur les
lignes sont écrites a chaque étape ; d'autres choix d'opérations conduisent aux mémes solutions.

Lecon 1: systémes de deux équations a deux inconnues

Exercice 1

l.a. A=3x4—-5x(—2) =22+ 0:unique solution. A, =4 x4 - 14 x (-2) =44 et A, =3 x
14 -5 x4 =22 doncz = ‘2‘—‘21:2ety:%:1.Contr6|e:6—2:4et10+4:14.So|ution:
(251).
b.A=05x(-1)—2x15=-35;A,=4x(-1)—2x15=-7;A,=05%x2—-2x4=-T7.
Donc z = j75 =2ety=2.Controle:1+ 3 =4et4— 2= 2. Solution: (2;2). On peut aussi
commencer par Ly + 2Ly, qui donne x + 3y = 8, sans décimales.

2.C.A=4x9—(—6)x(—6)=36—-36=0.0naL, =2x (2z—3y) et L, = —3 x (2z — 3y) : les
deux équations équivalent a 2z — 3y = 1. Les deux droites sont confondues, et le systéme a
une infinité de solutions : en posanty =t, § = { (&% t), t € R}, par exemple (2;1) pour t =
1.
d.A=1x(-6)—(—2) x 3=0. L'opération Ly <~ Ly + 2L; donne 0 = 9 : aucune solution. Les
droites sont paralléles et distinctes.

3.A=T7x2-3x(—5)=29+#0:le systtme a une unique solution (les deux droites sont
sécantes).

Exercice 2

l.aA=mxm—-1x1=m?>—1=(m—1)(m+1).
b. Il'y a une unique solution si, et seulement si, A # 0, c'est-a-dire m # 1 et m # —1. Alors
Ay=1xm—-1xl=m—-1letAy=mx1-1x1=m—1,donc
m—1 1
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c. (S1) : les deux équations sont z + y = 1 : droites confondues, une infinité de solutions (1 —
t;t), t réel.
(S1):—z+y=1letx—y=1; Ly, + Ly + L; donne 0 = 2 : aucune solution, les droites sont
paralléles et distinctes.

2.a. L; + Ly donne 2z = 4, donc z = 2, puis y = 1 : solution (2;1).
b. Le systéeme des trois équations a une solution si, et seulement si, le couple (2;1) vérifie la
troisieme : 4 + 1 = k, soit kK = 5. Pour k = 5, les trois droites sont concourantes en (2;1) ; pour
k #£ 5, la troisieme droite ne passe pas par ce point et le systéme n'a aucune solution.



Lecon 2 : systemes équivalents et opérations sur les lignhes

Exercice 3

l.a.2-1+0=1,4—-1-0=3et2+1+4+0=3:(2;—1;0) est solution.
b. (i) Oui : c'est une opération du type L; <— L; + k L;.
(ii) Non : multiplier par 0 remplace L3 par 0 = 0, et I'information de L3 est perdue (il reste deux
équations, qui ont une infinité de solutions).
(iii) Non : on modifie deux lignes en méme temps, chacune a I'aide de I'autre. Les deux
nouvelles lignes sont identiques, 3z + 2y = 4, et le nouveau systéme n'est pas équivalent : par
exemple (0;2;2) en est solution (0 +4 =4 et0— 2+ 5 = 3), mais pas de (5) (0 +2+ 2 # 1).
(iv) Oui : échange de deux lignes.
(v) Oui : c'est la combinaison a L3 + 3 L, avec a = 2 # 0.

2.a.4z=4donnez=1;puis3y=5+1=6,y=2;puis2zc=3+2—1=4, z=2. Solution:
(2;251).
b.z=2;puisy=-9+4x2=—-1;puisz=5+y—22=5-1—4=0. Solution: (0;—1;2).

3. Ly <~ 5Ly — 2Ly : (10z + 35y) — (10 + 6y) = 60 — 2, soit 29y = 58, donc y = 2. Puis 5z =1 —
6 = —5, z = —1. Contrdle : —2 + 14 = 12. Solution : (—1;2).

Lecon 3 : la méthode du pivot de Gauss

Exercice 4

a.Pivotlen Ly. Ly < Ly — 2L, : —3y — 32z = —12, que I'on simplifie par Ly + —% Ly:y+2z=4.
L3« Ly —3L;:—Ty—2z= —16. Puis L3 < L3 4 7Ly : 62z = 12.

T+2y+z = 7
y+z = 4
6z = 12

Doncz=2,y=2,z=7—4—-2=1.Contréle:1+4+2=7,24+2—-2=2,3 -2+ 4 =5. Solution
:(1;2;2).

b. L <+ L, pour avoir le pivot 1 :

T—y+z = -2
2 +y—3z = —5
3r+2y+z = 5

Puis Ly - Ly —2L1 : 3y — 5z = —1; L3 < L3 —3L; : 5y — 2z =11 ; L3 <— 3L3 — 5Ly : 192 = 38.
Doncz=2,3y=-14+10=9,y=3,etez = -2+ 3 —2 = —1. Contrble dans le systéme de départ :
—24+3-6=-5-1-3+2=-2,-3+6+2=5.Solution: (—1;3;2).

C.Ly<«+ Ly —2Ly:—-3y+22=6; L3 < L3 —4L;: -2y —6z= —7; L3 < 3L3 — 2Ly : —222 = —33.
Donc z =3, puis —3y=6—-3=3,y=—1,pusz=1+1—%=1.Controle: § —1+3=1,1+
1+6=8,2—2—3=-3.Solution: (3;-1;%).



Exercice 5

1. La premiére ligne ne contient pas = : L; <> L3 donne

z+ty+z = 3
2c+y—2 =1
y+2z = 3

Puis Ly <~ Ly — 2L, : —y—3z= —5,et Ly« L3+ Ly: —2=—-2.Doncz=2, —y=—-5+6,y =
—l,etz=3+1—-2=2.Contréle: -1+4=3,4—1—-2=1,2—1+ 2= 3. Solution:
(2;-1;2).

2.a. Ly < Ly, — 2L, donne z =3, et Ly « L; — L, donne 2y — 2z = —2. La deuxieme lighe ne
contient plus y : le pivot en y est nul. On échange L et L.
b. On obtient le systéme triangulaire

z+yt+z = 4
2y —2z = =2
z = 3

Doncz=3,2y=-2+6=4,y=2,ete=4—2—-3=—-1.Contréle: —2+4+9=11et -1+
6 — 3 = 2. Solution: (—1;2;3).

Lecon 4 : systemes impossibles, systemes indéterminés

Exercice 6

1.a.L2<—L2—2L12y+3z:3;L3<—L3—3L1:y+3z:3;L3<—L3—L2:Ozo,que|'0n
supprime.Onposez=t:y=3—-3t,puisz=1—y+ 2z = —2+ 4t.
S={(—2+4t;3-3t; t), t € R}.
Contrdle dans Lj : 3(—2 + 4t) + 4(3 — 3t) = 6 pour tout ¢.
b. Les mémes opérations donnent y + 3z = 4 en troisieme ligne, puis L3 < L3 — Ly donne 0 =
1 : aucune solution, S = @.
Cc.Ly=—2L,etLy; =3L;: Ly < Ly+ 2L, et Ly < L3 — 3L; donnent 0 = 0 deux fois. Il reste
r=24+2y—z.Avecy=setz=t:
S={(2+2s—t;s;t), scR, tecR}
(les trois équations sont celles d'un méme plan).
d. Ly« Ly—Ly: —2y+2z=-2,s0ity=1+2.0nposez=t:y=1+t, z=3—(1+1¢)—
2=2-3t.8§={(2—3t; 1+¢;t), t € R}.
2.(—2+4t)+ (3—3t)+t=1+2t=2donnet = j : la solution cherchée est (0;%; ;). Controle :
0+3-3=1,0+3+3=50+6=6.



Lecon 5 : interprétation géomeétrique, intersection de plans

Exercice 7

1.7p(1;1;—1) etng (2;—1;1) ne sont pas colinéaires (la premiére coordonnée double, la
deuxiéme change de signe) : les plans sont sécants.

2. Lo+ Ly—2L1:-3y+32=-3,s0ity=1+z2.Avecz=t:y=1+tetz=2—y+2z=1.Donc

rz=1
A:Q y=1+t (teR),
z=t

la droite passant par (1;1;0), dirigée par 4 (0;1;1).

BoipAfig=(1x1—(-1)x(=1); (-1) x2—-1x1;1x(-1)—=1x2)=(0;-3;-3) = —-3%:l
est colinéaire a 4, il dirige bien A.

4.a.Pourtoutt, 3 x 14 (1+t¢t)—t=4:tous les points de A sont dans (R). Les trois plans
contiennent la méme droite A (comme les pages d'un livre ouvert) : le systeme des trois
équations a pour solutions les points de A.
b. Pour toutt, 3+ (1 +t) —t =4+ 5: aucun point de A n'est dans (R'), donc les trois plans
n'ont aucun point commun. 7ig (3;1; —1) n'est colinéaire ni a 7ip ni a 7, : les plans se coupent
deux a deux suivant trois droites paralléles a A (elles sont toutes orthogonales aux trois
vecteurs normaux, qui sont coplanaires) : ils forment un prisme.

Exercice 8

a.m A7ig = (1;1;1)A(1;-1;0) = (1;1;—2), et [fi1,72,7i3] = (1;1;—2)-(0;0;1) = —2#0:un
seul pointcommun. z =1,z =y, 2z +1 =3 : c'estle point (1;1;1).

b. s = 277, donc iy A g = 0 etle produit mixte est nul. Ly + Ly — 2L, donne 0 = 3 : les deux
premiers plans sont paralléles et distincts, il n'y a aucun point commun.

C.M1 A7ia =(1;1;0)A(0;1;1) =(1;-1;1), et [fiq, 72, 73] = (1;—-1;1)-(1;0;—1) =0: en effet
ng = Ny — ny. L'opération L3 < L3 — Ly + Ly donne 0 = 1 : aucun point commun. Aucun des
vecteurs normaux n'est colinéaire a un autre : les plans se coupent deux a deuy, ils forment un
prisme.

d. Mémes vecteurs normaux, produit mixte nul. Ly < L3 — Ly + L donne 0 = 0. Enposantz =t :
y=1—tetz=1-—y=t. Lestrois plans ont une droite commune, formée des points (¢t;1 —¢;t).



Lecon 6 : déterminant d'un systeme, systémes a parametre

Exercice 9

l.aniAng=(2;1;-1)A(1;-1;2)=(1;-5;-3),etA=(1;-5;-3)-(3;2;1)=3-10—-3 =
—10 # 0 : unique solution. Gauss : L; <> L, (pivot 1) ; Ly < Ly — 2L, : 3y — 52 = —5; L +
Ly —3L;:5y — 5z = —5, simplifiteeny — 2= —1; Ly <+ 3Ly — Ly:22=2.Doncz=1,y =0,
zr=3+y—2z=1.Contréle:2+0—-1=1,1-0+2=3,3+0+1=4. Solution: (1;0;1).
b. 7y A7y = (1;2;3) A (4;5;6) =(—3;6;—3), et A = —21 4 48 — 27 = 0 : pas de solution
unique. Gauss : Ly < Ly — 4Ly : -3y —6z=—2; L3+ L3 — 7Ly :—6y— 122 = —4; L3 + L3 —
2L,:0=0.Avecz=t:y=2 -2t puisz=1-2y—32z=—% +t.

S={(-%+t; 2-2t;1), teR}:

les trois plans contiennent une méme droite.

2. Les coefficients de la troisieme ligne sont la somme de ceux des deux premieres : (4;0;1) =
(1;,-1;2)+(3;1;—1). Les vecteurs normaux sont coplanaires, donc A = 0. L'opération Lj <
L3 — Ly — Lydonne 0 =5 —1— 2 =2:aucune solution (les trois plans forment un prisme,
aucun vecteur normal n'étant colinéaire a un autre).

3. (Non exigible.) En remplacant tour a tour la colonne des coefficients de z, de y, de z par celle
des seconds membres (1;3;4) :

11 -1 21 -1 2 1 1
Ay,=13 -1 2|=-10, Ay=|1 3 2|=0, A;=[1 -1 3|=-10.
4 2 1 3 4 1 3 2 4

DonC:r:::—igzl,yzo,zzl.
Exercice 10

1., A, =(1;1;)A(1;m;1)=(1—m;0;m—1),pusA=(1-m)x14+0x1+(m—1)x
m=m-—1)(m—1) = (m—1)2

1
22m#1. Ly« Ly—Li:(m—1)y=1;Ls< Ly—L;:(m—1)z=2.Doncy =
m

m — 4 . . m—4 1 2
,etx=1—y— 2= ——.Unique solution : ; ; .
m—1 m—1"m-—-1"m-1

3.(S1):z+y+z=1,z+y+2=2,x+y+2=3; Ly + Ly — L; donne 0 = 1 : aucune solution.
Les trois plans ont le méme vecteur normal (1;1;1) : ils sont paralléles et distincts.

—4 . 1 2 .
4. m—l = ( pour m = 4. La solution est alors (0;§;§>.Controle:0+§+§:1,§+§:2,

1+8-3

5.Sim#1:(m—1)y=0et(m—1)z=0,doncy =z =0etz =1:unique solution (1;0;0). Si
m = 1 : les trois équations sont z + y + z = 1 ; les trois plans sont confondus, et S = {(1 — s —
t; s; t), s,t € R}



Lecon 7 : mettre un probleme en équations

Exercice 11

1. En comptant I'azote, le phosphore et le potassium apportés :

154 +10b+5¢ = 85 3a+2b+c = 17
5a 4+ 10b+ 15¢ = 95 <= a+2b+3c = 19  (chaque ligne divisée par 5).
10a +5b+10c = 80 2a+b+2c = 16

2. Ly <> Ly (pivot 1). Ly < Ly — 3Ly : —4b — 8¢ = —40, simplifiteen b+ 2¢ =10; L3 < L3 — 2L, :
—3b—4c=—-22; L3+ L3+3Ly:2c=8.Doncec=4,b=10—-8=2,a=19—-4—-12=3.
Contréle : azote 45 + 20 + 20 = 85, phosphore 15 + 20 + 60 = 95, potassium 30 + 10 + 40 = 80.
Le maraicher acheéte 3 sacs d'engrais A, 2 sacs de B et 4 sacs de C, pour 3 x 9000 + 2 x
8000 + 4 x 10000 = 83000 F.

3. Le systéme devient 3a + 2b 4+ ¢ = 10, a + 2b 4 3¢ = 20, 2a + b + 2¢c = 16. Les mémes opérations
donnentb+2c= 2, puis2c = Z :c =2, b= —1, a = 1. Le systéme a une solution, mais elle
ne convient pas : un nombre de sacs ne peut pas étre négatif (b = —1), ni fractionnaire. Ce
n'est pas possible avec ces trois engrais.



Exercice 12

Partie A. P(1) =a+b+c, P'(z) = 2az + bdonc P'(1) = 2a + b, et
3

3
b 9
/(aa:2+bw+c)da:: [(—Lm3+§:{:2+cm] =9a+§b+3c.
0

3 0

La troisieme condition, multipliée par %, s'écrit 6a + 3b + 2¢ = 2. Le systéeme

at+b+ec = -1
2a+b = 0
6a+3b+2¢c = 2

serésoutpar Ly« Ly —2Ly: —b—2c=2;L3< L3 —6L;:—-3b—4c=8; L3« L3 —3Ly:2c=2.
Doncc=1,b=—4,a=2:P(z) =22* — 4z + 1. Contrdle : P(1) = -1, P'(1) =4 -4 =0,

Sy P(z)ds =18 — 18 + 3 = 3.

Partie B.

1.1l'y a 100 volailles : z + y + z = 100. Les z poussins forment £ lots, donc le prix total est
5000z + 3000y + 1000 x £ = 100000 ; en multipliant par 2 : 15z + 9y + z = 300. Puis L, <
Ly — L; donne 14z + 8y = 200, et Ly < % Ly donne 7z + 4y = 100 : ce sont des opérations
élémentaires, le systéme obtenu est équivalent.

100 -7 300+ 3

1 z etz=100—z —y = —Z z

3.7z = 4(25 — y) : 4 divise 7z. Comme 4 et 7 sont premiers entre eux, le théoréme de Gauss

2.y = (c'est un systeme indéterminé, de paramétre z).

montre que 4 divise x : x = 4k, k entier naturel. Alors y = 25 — 7k et z = 75 + 3k. La condition
y > 0 impose k < 3. Solutions en entiers naturels :

kE  cogsz poulesy poussins z

0 0 25 75
1 4 18 78
2 8 11 81
3 12 4 84

Le nombre de poussins z = 75 + 3k est bien un multiple de 3 (lots de trois). Avec au moins un
animal de chaque sorte, il reste trois achats possibles : (4;18;78), (8;11;81) et (12;4;84).
Contrdle pour le premier : 4 4+ 18 4+ 78 = 100 et 20 000 + 54 000 + 26 000 = 100 000.



