nl Géométrie dans I'espace : corrigés

TERMINALE S1-S3 - CHAPITRE 12 - CORRIGES DETAILLES

Séries S1, S3 et S1A. Corrigés détaillés des exercices d'application. Tous les résultats ont été vérifiés

par calcul exact, et recoupés par un calcul numérique indépendant. Dans le cube, A(0;0;0), B(1;0;0)
,C(1;1;0), D(0;1;0), E(0;0;1), F(1;0;1), G(1;1;1) et H(0;1;1).

Lecon 1: orientation de I'espace et produit vectoriel

Exercice 1

Notons i — AR, j — AD, k = AE : la base (3, }, k) est directe.
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E') on a échangé les deux premiers vecteurs, la base est indirecte.

,i) : C'est une permutation circulaire de (i, 7, k), la base est directe.
E) on a remplacé k par son opposeé, la base est indirecte.

?) on a échangé i et k, la base est indirecte.
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.a. AB et AD sont orthogonaux et de norme 1 : leur produit vectoriel est orthogonal a la face

ABCD, donc colinéaire a AE, de norme 1 x 1 x sin % = 1, et la base (AB, AD, AB A AD) est
. —_— - ——
directe. Donc AB AN AD = AEFE.
_— - —
b. Par antisymétrie, AD A AB — —AE — EA.
c. De méme AE A AB est colinéaire 3 AD, de norme 1, et (E,?,j’) est directe : AE A AB — AD.
d. 23 AB les deux vecteurs sont colinéaires, donc AB NH 23 0.

.a. AC est la diagonale d'un carré de coté 1 : AC = +/2, et BAC = %.Donc
||ﬂ3>/\ﬁ||_1><\/§><sin%—:\/§x§:1.

b. AB A AC est orthogonal & AB et a AC, donc au plan (ABC) de la face du bas : il est colinéaire 2

ﬁ. Il ala méme norme que ﬁ, et la base (ﬁ,ﬁ,ﬁ) est directe :ﬂ?> A@ = E

— =

U-v 6

3 4 o,
.cos0:—:—:g.CommeHE[O;W],Sinezo,donCsinez\/1—29—5:g.AInSI|1u/\v||:

|ull o] 10
2 x5 x é =38
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Lecon 2 : propriétés et expression analytique du produit vectoriel

Exercice 2

1. Avec la méthode « cacher une ligne » :
AT = ((-1)(-2) —3x4;3x1-2x(-2);2x4—(-1) x 1) =(-10;7;9).
Contréle : (—10;7;9)-(2;-1;3) = —20 - 7+27=0et (—-10;7;9)- (1;4;-2) = —10 4+ 28 — 18 = 0.
2. Par antisymétrie, t Au=—u A v = (10;—-7;-9).
B.uA®W = ((—1)(—6) —3 x2; 3x (—4) —2 x (—6); 2x 2 —(—1)(—4)) = (0;0;0). Les vecteurs @ et @
sont colinéaires : en effet w = —24.

4.4Nt=((—1) x6—3x(-2); 3m —2x 65 2x (—2) — (=1)m) = (0;3m — 12;m — 4). Ce vecteur
est nul si, et seulement si, m = 4. Alors £ (4; —2;6) = 2 4.

5.(@AT)AT=(—10;7;9) A (1;4;-2) = (7Tx (-2) —9x4; 9x 1 —(—10)(-2); (-10) x4 -7 x 1) =
(—50;—11;—47).
Mais % A @ = 0, donc @ A (¥ A @) = 0. Les deux résultats sont différents : le produit vectoriel n'est
pas associatif, les parenthéses sont indispensables.

Exercice 3

1.a.ﬁ(z;—1;1),ﬁ(ﬁ;—3;3),ﬁ(4;—2;3).
—
o ABAAC = (1) x3—=1x(-3); 1 x6—2x3;2x(—3)—(-1) x6) =(0;0;0) : 4, B, C sont
-—
alignés (ﬁ = 3 AB).
o ABNAD — ((F1) x3—-1x(-2); 1x4—-2x3;2x(-2)—(-1) x4) =(-1;-2;0) #0: 4, B,
D ne sont pas alignés.
—
b. AE(a—1;b—2;2) et
AB N AE = (1) x2-1x(b-2);1x(a—1)—2x2;20b-2)+(a—1)) =(~b;a—5;a+2b—5).
E € (AB) si, et seulement si, ce vecteur est nul : b = 0 et a = 5 (la troisieme coordonnée est alors
— —
nulle). Donc E(5;0;1) ; en effet AE (4;—-2;2) =2 AB.
2. a. Soit 0 I'angle géométrique de u et ¥. Par définition, ||u A ¥|| = ||u|| ||| sin @, et u - ¥ = ||u|| ||V]| cos 6.
Donc
1A 3| + (@ ) = [[al* |5 (sin® 0 + cos® 0) = |1zl [|5]|”.
b. [|d AT =100+49 +81=230;4-v=2—-4—6=—8,donc (i-9)? =64; ||d|* = 14 et |7]|* = 21
. On a bien 230 + 64 = 294 = 14 x 21.
6

1
C. (i -9)” = 9 x 16 — 36 = 108, donc |z - 7 = V108 = 6v/3. Et sinf = —— = =, donc 6 = — ou g =
3x4 2 6

5 .
% (selon le signe de 4 - ¥).



Lecon 3 : aires, vecteur normal et équation d'un plan

Exercice 4

1. 4B (2;1;-1) et AC (1;2;2) :
ABNAC = (Ix2—(-1)x2; (-1)x1-2x2;2x2—-1x1)=(4;-5;3).

Ce vecteur n'est pas nul, donc A, B, C ne sont pas alignés.

2. Hﬁ/\ﬁ” = /16 + 25 + 9 = v/50 = 5v/2. L'aire du triangle ABC est i ~ 3,54.

3.7 (4;—5;3) est normal au pIan:(ABC):4x—5y+3z+d:0.AvecA:4+5+6+d:O,doncd:
—15:

(ABC) : 4z — 5y + 3z — 15 = 0.
Controle: Bdonne12—-0+3—-15=0etC donne8 -5+12—-15=0.

—15 15 2
d(0, (ABC)) = | m' = 3\2/—. Le volume du tétraédre OABC est
yo1 5V2 32 15x2 5
2 2 12 2

1
3
Contréle avec la legon 4 : j OB,0 ? =

N ot

Exercice 5

1. a. ABCD est un parallélogramme si, et seulement si, ﬁ = E soitC = B + E Comme
H .
AD (—1;1;2), on obtient C(1;3;2).
— —_— —
b. AB(1;2;-1)et ABAAD = (2x2— (=1) x1; (-1)(-1) =1 x2; 1 x 1 =2 x (-1)) = (5;-1;3)
. L'aire du parallélogramme est +/25 + 1+ 9 = v/35 = 5,92.
C.(ABD):5z—y+3z+d=0,etAdonne5+3+d=0:(ABD):5z—y+3z—8=0.PourC:
, — -
5—3+6—8=0, donc C appartient au plan (c'est normal, ﬁ = AB + AD).
2.Un vecteur normalest i Av = (0x (-1) =2x15;2x0—-1x(-1); 1x1-0x0) =(-2;1;1). Le
plan a une équation -2z +y+ 2 +d =0, et Edonne —2+1+1+d =0, soitd = 0. Le plan a pour
équation 2z +y+2z=0,0u2z —y—2=0.
3.a.n(1;1;—-1)etn' (2;—1;1) ne sont pas colinéaires, donc les plans sont sécants. La droite A est
dirigée par
AAR =(1x1—(-1)(-1); (-1)x2—-1x1;1x(-1)—1x2)=(0;-3;-3),
ou plus simplement par (0;1;1).
b.1+0-0—-1=0et2—-0+0—-2=0:lepoint (1;0;0) est dans les deux plans. Donc A: z =1,
y=t z=t teR. Contréle:1+t—t—1=0et2—t+t—2=0 pourtoutt.



Lecon 4 : produit mixte, coplanarité et volumes

Exercice 6

1LaAv=((-1)x0—-2x1;2x2-1x0; 1x1—(-1)x2)=(-2;4;3),donc
[@,7, %] = (—2) x 0+ 4 x 3+3 x1=15.
Par permutation circulaire, [4, w, 4] = 15. En échangeant deux vecteurs, le signe change :

—

[w,v,d] = —15 (échange de u et w) et [u, w,v] = —15 (échange de v et w).

2. (4,7, w] = 15 > 0: la base est directe. Le parallélépipéde a pour volume |15| = 15.

3. [@, 0, W) = (—2;4;3) - (m;1;m) = —2m + 4+ 3m = m + 4. Les trois vecteurs sont coplanaires si,
et seulement si, m = —4. Alors w_4 (—4;1;—4), eton cherche a, btelsque at + bv = (a + 2b; —a +
b;2a) = (—4;1;—4):a = —2, puis b= —1, et la premiére coordonnée est bien —2 — 2 = —4. Donc
W_yg = —2U — V.

4. a. A—B>(1;—1;2) = ﬁ,ﬁ@;l;o) =1, A—D>(O;3;1) = w. Comme [u, v, w] = 15 # 0, les points A, B,
C, D ne sont pas coplanaires.
b. V(ABCD) = %5 = g
c.ﬁ(—l;l;z—Z) et [E,A ,ﬁ] =(-2;4;3)-(-1;1;2—2)=2+4+32—6 = 32. F estdans
(ABC) si, et seulement si, z=0: F(0;1;0). Controle : (ABC) : =2z + 4y + 3z — 4 =0, et F' donne

0+4+0—-4=0.
Exercice 7

1. 4B (~1;2;0), AC (~1;0;3), AB A AC = (6;3;2) (cours, exemple 9) et AD (1;2;2) :

4B A8 AD 16 8
[AB,AC,AD] =6+6+4=16,  V(ABCD)=-==.
! 1
2. A(ABC) = 336+ 9+ 4 = g La hauteur issue de D vaut h = % = % - 76

6x2+3x2+2%x2—-6
3.d(D,(ABQC)) = | T |

4. Le parallélépipede a pour volume |16| = 16 (six fois celui du tétraedre).

16 «
7 : on retrouve la méme valeur.

12¢ — 6|

— — —

5.M(0;0;t), AM (—1;0;t) et [AB,@,AM] = —6+0+ 2t =2t — 6. Le volume vaut

égal alsi, et seulementsi, 2t —6 =60u2t—6=—6:¢t=6o0ut=0.Les points cherchés sont
0(0;0;0) et M(0;0;6).

,etil est



Lecon 5 : distances

Exercice 8

1.a.AJ\_4)(0;3;6)et

—_—
AM A= (3x2-6x(-1); 6x2—0x2; 0x (—1)—3x2)=(12;12;-6),

18
de norme /144 + 144 + 36 = /324 = 18. Comme ||u|| = /4 + 1+ 4 =3, d(M, (D)) = 3= 6.
—
. AM-u 0—-3+12 — —_—
b.H=A+tuavect= anzu: 9+ =1,donc H(3;1;2). Alors HM (—2;4;4), HM -4 =
u

—4—-4+8=0etHM =+/4+16+ 16 = 6.
c. Les droites (D) et (D’) sont paralléles : leur distance est celle d'un point de (D’) a (D), par
exemple M. Elle vaut 6.
2. (AG) passe par A, de vecteur directeur AC (1;1;1), et AB (1;0;0). Alors AB A AC = (0 x 1 — 0 x
1;0x1—-1x1;1x1-0x1)=(0;-1;1), de norme /2, et
V2 _ V6
d(B,(AG)) = — = — =~ 0,82.
(B,(4G) = % =

Exercice 9

1.GAT=(1x1-0x1;0x0—-1x1;1x1—-1x0)=(1;-1;1)# 0:les droites ne sont pas
paralléles.

2. AB (2;1;2), donc [AB, @] = (@Av)-AB =2 —1+2 = 3. Et

d((D1), (D2)) = % =3~ 1,73.

Comme ce produit mixte n'est pas nul, les droites ne sont pas coplanaires.
3. MN (2—t;14+s—t;2+s).
o MN d=2-t)+(1+s—-t)=3+s—-2t=0;
—_— .
o MN -v=(14+s—t)+(2+s)=3+2s—t=0.
La seconde équation donne t = 3 + 2s ; dans la premiére, 3 +s — 6 — 4s = 0, soit s = —1, puis ¢t = 1.
Donc My(2;1;0), No(3;0;1), MyN,y (1;—1;1) et MyN, = /3 : c'est bien la distance trouvée a la
—
question 2. On remarque que MyNy = 4 A ¥.

4. (D;) et (Dy) sont paraliéles. AC (—1;2;1) et AC A G = (2x0—1x 15 1x1—(=1) x 0; (~1) x
1-2x1)=(-1;1;-3), de norme v/11. Comme |@| = v2:

d((Dl)a (DS)) = d(Cv (Dl)) = % = @ ~ 2,35.

SN0 =(1x2-0x0;0x1—-1x2; 1><0—1><1):(2;—2;—1)#6:Iesdroitesnesontpas
paralléles. Et [ﬁ,ﬁ, W] = (2;-2;-1)-(2;1;2) =4—2—2 = 0: elles sont coplanaires, donc
sécantes. Un point de (Dy) s'écrit (3+ s;1;2+ 2s) ; il est sur (D,), d'équationsz =1+t¢,y =t,
z=0,si2+2s=0ett=1,soits=—1:lepoint (2;1;0), qui correspond bien at =1 sur (D;). Le
point d'intersection est (2;1;0).



Lecon 6 : translations, homothéties et réflexions

Exercice 10

l.a. M'(04+2;34+1;1—1) = (2;4;0).
b. M'(z';y';2") est dans I'image de (P) si, et seulement si, M(z' —2;y —1;2' + 1) estdans (P) :
2’ —2)— (v 1)+ (2 +1)—4=0,s0it 22’ —y + 2’ — 6 =0. L'image est le plan (P’) : 2z — y +
z — 6 =0, parallele & (P). Contréle : (2;0;0) est dans (P) et sonimage (4;1;—1) vérifie8 — 1 —
1-6=0.
c. C'est la sphére de centre t(A) = (3;2;0) et de rayon 2.

2.a2=2+3x-2)=3z—-4,y =3y,2=1+3(z—1)=32—2.
b.h(A) =(3—-4;3;3—-2)=(-1;3;1). L'image de la sphére est la sphére de centre (—1;3;1) et de
rayon 3 x 2 = 6.
c.3x —4=25,3y=26,32—2=4donnent N(3;2;2).

3.a.Un vecteur normal a (R) est 71 (2;—1;2). La droite passant par M et dirigée par 7 est formée des
points (3 + 2t; —t;3 + 2t) ; elle coupe (R) quand 2(3+2t) +t +2(3+2t) —3 =9+ 9t =0, soitt =
—1:H(1;1;1). Comme H estle milieude [MM'], M'(2x1-3;2x1—-0;2x1-3)=(-1;2;-1).
b.2x0—-(-3)+2x0—-3=0:Aestdans (R), donc s(4) = A.
c. s conserve les distances, s(M) = M’ et s(A) = A, donc M'A = M A. Vérification :

MA(—3;-3;-3), MA= 37T =33 ; MA(1;—5;1), M'A — v/27 = 3+/3.



Lecon 7 : rotations autour d'un axe et demi-tours

Exercice 11

1.a.cos§:% tsmg—ﬁg‘m’:% —Agy,y—i:v—l—Qy,z':z.
b.r(M)=(1;3;3).Pour N:a/ =1 - \3_1_3_ Jety =L ¥ _ /3 doncr(N)=
(—1;\/3;0).OnaON:\/1—|—3=2et0N’:«/1+3:2.

c. C'est le cercle du plan d'équation z = 3, de centre (0;0;3) et de rayon 2.

2. a. Dans le plan de la face ABC D, la rotation induite a pour centre le centre de la face et pour angle
7. dans le sens de A_B> vers ﬂ)) (base (ﬁ, E,A_ﬁ) directe). Elle envoie A+~ B, B+ C, C — D,
D+ A.De méme, dans le plande lafaceduhaut: E+— F, F— G,G+— H, H+— E. Contrdle :
avec Q(3;1;0), ﬂ(f% ;—130) tourne en (3 ; —1;0) = QB. Les huit sommets sont envoyés sur les
huit sommets : le cube est globalement invariant.

b. Le demi-tour d'axe A échange AetC, Bet D, E et G, F et H. Le cube est encore globalement
invariant.

|

d 2
IIﬁIPu = 5 =1:H(1;1;1). H estle milieu de [MM'], donc M'(0;1;2).

—
Contréle : MM' (—2;0;2) est orthogonal 4 i, et HM = HM' = /2.

3.AM (2;0;0) ett =

4.oi(z;y;2) = (x;—y;—2), puUis oy(z;—y;—2) = (—z;—y; z). Donc o, 0 oy envoie (z;y; z) sur
(—z;—y;z): c'est le demi-tour d'axe (Oz).

Lecon 8 : composée de deux réflexions

Exercice 12

1. a. Les plans sont paralléles, orthogonaux & i. Avec H(1;0;0) dans (P) et H'(—2;0;0) dans (P'),
HH = -37: sp o sp est la translation de vecteur —6. Contréle : sp(O) = (2;0;0), puis
sp(2;0;0) = (=4 -2;0;0) = (=6;0;0).

b. sp o sp: est la translation de vecteur 6.

2.a.sp(z;y;2) = (z;—y;2). Pour sp: 71 (1;1;0) estnormal a (P’) ; le projeté de M (z;y;z) sur (P’)
est H=M + At avec (z+ ) + (y+A) =0, soit A\ = — =4 Alors M' = M + 2\# = (z — (z +
¥);y—(z+y);2) = (—y;—z;2).

b. f(z;y;2) = sp(z;—y;2) = (y; —=; 2). Or la rotation d'axe (Oz) et d'angle —% envoie (z;y; 2)
sur (zcos(—3%) —ysin(—%); asin(—%) + ycos(—%); z) = (y; —z;2). Donc f est |a rotation d'axe
(Oz) etd'angle —Z. Avec le théoréme : dans le plan z = 0, d est dirigée pari etd' pari — j, donc
(d,d) = ~% et2 x (—1) = —5.
c. f(M) =M équivautay = z et —x = y, soit z = y = 0 : les points invariants forment I'axe (Oz).

3. Les plans (zOy) : z = 0 et (zOz) : y = 0 sont perpendiculaires suivant (Oz). La composeée 5,0, ©
8(z0z) €NVOIE (z;y;2) sur (z;—y;z2), puis sur (z; —y; —2) : c'est le demi-tour d'axe (Oz). (L'ordre
n'a pas d'importance ici, car un demi-tour est sa propre réciproque.)

4. Le premier plan (P) = (yOz) : = = 0 est orthogonal & 2i. Le second est son image par la translation
de vecteur 7 : (P') : z = 1. Ainsi ty; = sprosp. Contréle : (z;y;2) — (—z;y;2) — (2 — (—2);y;2) =
(+25y;2).



Approfondissement

Exercice 13

1.a.ﬁ(—1;1;0) etﬁ(—l;(};l):
BDABE =(1x1-0x0;0x (1) — (~1) x 1; (=1) x 0 — 1 x (=1)) = (1;1;1) = AG.

La grande diagonale (AG) est orthogonale au plan (BDE).
b.(BDE):z+y+z+d=0,etBdonned=—1:(BDE):x+y+z—1=0.L'aire de BDE vaut

3 s .
%H(l ;1;1)]| = g Les cotés BD, DE, EB sont des diagonales de faces, de longueur v/2 : le

triangle est équilatéral (et I'aire d'un triangle équilatéral de c6té /2 est bien @ X 2 = @).

2.a. [E,A—ﬁ,ﬁ] = [4,4,k] =1, donc V(ABDE) = —
3V 1/2 | VE L 0+04+0-1] /3
b.d(A,(BDE)) = — = ——— = — = —. Avec la formule de Premiére : —mF—«+—— = —.
(4,(BDE) = 77 = SF = o = - -
3. Un point de (AG) s'écrit (¢;t;t) ; il estdans (BDE) si3t —1 =0, soitt =3 : K(3;3;3). Le centre

de gravité de BDE a pour coordonnées (L0 ; 0540, Bubil) — g,

4.a. f(A) = A, f(B) = f(1;0;0) = (0;1;0) = D, f(D) = (0;0;1) = E, f(E) = (1;0;0) = B, f(G) =
G.
b.Si M'(z;z;y) et N'(21;1;1) sont les images de M(z;y;z) et N(z1;v1;21), alors M'N"” =
(21 —2)2 + (2, — ) + (v, — y)?> = MN?: f conserve les distances. Un point de (AG) s'écrit (t;t;t)
, et son image est (¢;¢;¢) : il est invariant.

. flziy;2) = (z5259), fo f(fc'y;z)—(y'Z'm)etf fof(z;y;z) = (z5y;2)

5.a. KB (2;—1;-1) et KD (- 1;2;-1). Donc KB . KD——-—-+9 —3etKB?=KD?= 4§ +
1,1 _ 2 1/3 1 L 27
5 + 3 = 5- Le cosinus de I'angle geomeétrique vaut 373 =3 : I'angle géométrique est 3
—_— —=
b.KBANKD = (3 +%; 1+ 2; ——%)—(;,é,;)—lﬁ Ce vecteur a le sens de AG : la base

(ﬁ,K—D> E) est directe, et I'angle orienté ? KD), dans le plan (BDE) orienté par |'axe, est
+2. Comme f(B) = D, K € (AG) et (KB) L (AG), I'angle de f est 2?

6.a.(P;): Adonne0—-0=0,Gdonnel—1=0, Bdonne0—0=0.(FP):Adonne0, Gdonnel—
1=0, Edonne0—0=0.
b. sp, échangeyetz: (z;y;2) — (z;2;y); sp, €change z et y. Donc sp, o sp (z;y;2) =
sp(z;2;y) = (2;52;y) = f(z;y;2). Les vecteurs normaux (0;1;—1) et (1; —1~0) ont pour produit

scalaire —1, et pour normes /2 : le cosinus de I'angle des plans vaut J—[ , I'angle géométrique

2
des deux plans est §' C'est cohérent : I'angle de la rotation est le double, —7r



