n:l Corrigés détaillés

TERMINALE S1-S3 - CHAPITRE 11 - GEOMETRIE PLANE

Chaque résultat a éte vérifié par calcul exact. Les rappels de méthode sont en italique.

Exercice 1

1. La somme des coefficients vaut 4. xq = 1x0+2 Z 4+1x0 =2etyg = W =
G(2;1).

2. J est le barycentre de (4,1) et (C, 1). Par associativité, G est le barycentre de (J,2) et (B,2) :
c'est le milieu de [BJ]. Avec J(0;2), le milieu de [BJ] a pour coordonnées (£2; 42) = (2;1):
c'est bien G.

3. Théoréme 1: MA + 2MB + MC = 4 MG.

4. La somme des coefficients est 1 +1 — 2 = 0 : le vecteur ne dépend pas de M. En prenant
M=C:

5—CA+CB—-2CC=CA+CB=2CK.
Avec K(2;O),C—K>(2;—4), donc ¥(4; —8).

5. La condition s'écrit AMG = ||7]| = V16 + 64 = /80 = 44/5, soit MG = /5. T est le cercle de
centre G(2;1) et de rayon /5. Comme EG? = (4 — 2)2 + (2 — 1)? = 5, le point E appartienta T.

Exercice 2

1. J = bar{(4,1), (C,2)} donne AJ — ;7. De méme AK — gﬁ.

2. Par homogénéité, I est le barycentre de (B, 2) et (C, 2). Par associativité, G =
— 44—
bar{(4,1),(I,4)}, donc AG = gAI.

3. J estle barycentre de (4, 1) et (C, 2), de masse totale 3 : G = bar{(J,3), (B,2)}, donc G €
(BJ). De méme G = bar{(K,3),(C,2)}, donc G € (CK). Les droites (AI), (BJ) et (CK) sont
concourantes en G.

4.7(3;3),7(0;1), K (1;0) et G (L0 ; 0:0210) — (22). On vérifie: ¢ AT = 4 (3;3) =
(2;2) = AC



Exercice 3

1. Théoreme 2 avec G =1 :IA=1B =3,donc MA? + MB?> =2MI?> +9+9 =2MI? +18.

2. 0 k=50:2MI* =32, MI = 4: cercle de centre I et de rayon 4.
o k=18: MI =0:lepoint I.
o k=10: MI?> = —4: ensemble vide.

3.MA? - MB? = (MA — MB) - (MA + MB) = BA.2MT1 = 2TM - AB. La condition MA? —
MB? — 24 s'écrit IM - AB = 12. Si H est le projeté orthogonal de M sur (AB), TH-AB=12:

H est sur la demi-droite [IB) et IH x 6 = 12, soit I[H = 2 (donc HB = 1). L'ensemble est la
droite perpendiculaire a (AB) en H.

-3 3
4.a. AG = mﬁ = 5? : G est au-dela de B, avec GA = 9 et GB = 3. b. La somme des

coefficients vaut —2. Théoréme 2 : MA? —3MB? = —2MG? + GA? — 3GB* = —2MG? + 81 —
27 = —2MG? + 54. ¢c. —2MG? + 54 = —18 donne MG? = 36 : c'est le cercle de centre G et de
rayon 6. Comme IG = AG — AI =9 — 3 = 6, I est sur ce cercle ; on vérifie aussi A% —

3IB? =927 = —18.

Exercice 4

1. G (S0 058) — (252). GA? =4+ 4=8,GB? =16 +4 =20, GC* = 4+ 16 = 20.
2. Théoréme 2 : MA* + MB?* + MC? = 3MG? + 8 + 20 + 20 = 3MG? + 48. Comme 3MG? > 0, la
somme est minimale quand MG = 0 : au point G, ou elle vaut 48.
3.3MG? + 48 = 60 donne M G? = 4 : cercle de centre G(2;2) et de rayon 2.
4.a.i%=0+(6;0)—2(0;6) = (6;—12). b. La somme des coefficients est nulle. Théoréme 3 avec
O=A:g(M)=2MA i+ (AA® + AB? — 2AC?) = 2MA .1+ 36 — 72 = 2 MA - i — 36. Avec
MA(—a;-y):
g(M) = 2(—6z + 12y) — 36 = —12z + 24y — 36.
Contréle direct : x* + y* 4 (x — 6)% + y* — 2 [2? + (y — 6)?] = 12z + 24y — 36. ¢. g(M) =0
équivaut a z — 2y + 3 = 0 : c'est une droite, de vecteur normal (1;—2), colinéaire a u =
6 (1;—2) : elle est perpendiculaire a 4. Elle passe par (—3;0) et (1;2).



Exercice 5

1.2 ety sontdelaformeazr +by+petcx+dy+gq aveca=1,b=2,p=—-1,c=-1,d=1,
g = 3 : g est affine. Son application linéaire associée est p(X;Y) = (X +2Y;-X +Y).
Comme ad —bc =1+ 2 =3 # 0, g est une transformation.

2.A14+0-1;-1+0+3)=(0;2),B'(3+4—1;-3+2+3)=(6;2),C'(-1+4—-1;1+2+
3) =(2;6).

3.Le milieu (2;1) de [AB] apourimage (2+2—-1;-2+1 + 3) = (3; ) qui est le milieu de [A'B’]

. Le centre de gravité (1;3) de ABC apourimage (1+ 8§ —1;-1+4 3 +3) = (5; ), quiestle

centre de gravité (4842 ; 24246) de 4'B'C’.

4. Les points de D s'écrivent M(t;2t — 1). Leursimages : 2’ =t +4t—2—-1=5t—3 ety = —t+
2t—1+3=t+2.Avect =9y —2:2' =5y — 13. L'image de D est la droite d'équation z —
5y + 13 = 0.

5. M estinvariantsiz =z +2y—lety=—xz +y+ 3, soity = % et z = 3 : un seul point invariant,
(353)-

6. 0n résout:c+2y— l=5et—z+y+3=5,soitx+2y==6et—x+y=2. En additionnant,

3y =8,doncy =$ setz=y—2= 2 . L'antécédent est (3 ; 3)

Exercice 6

1.h(A)=(0+1;-1)=(1;-1),h(B) = (1;1) et h(O) = (0;0). Le milieu de [h(A)h(B)] est
(1;0) # h(O) : h ne conserve pas le milieu. D'aprés le théoreme 4, h n'est pas affine.

2.a.r=1xz+0xy+0ety =0xx+0xy+0:pestaffine.lciad—bc=1x0—-0x0=0:
ce n'est pas une transformation (par exemple (0;0) et (0;1) ont la méme image, et le point
(0;1) n'a pas d'antécédent). b. Les points (¢;¢) ont pour images (¢;0) : I'image de la droite
y = x est I'axe des abscisses entier. Les points (2;¢) ont tous pour image (2;0) : I'image de la
droite z = 2 est un seul point. L'image du segment est le segment d'extrémités p(—1;3) =
(=1;0) etp(3;1) = (3;0).

3.a. AM = 14B signifie M = bar { (4, 2), (B, 1)}, soit, par homogénéité, M = bar{(4,2), (B,1)}
. b. f conserve le barycentre : M’ = bar{(4/,2), (B’,1)}, donc M = %ﬁ



Exercice 7

1. Pour M(2;2) : m(—z ;—2) et M—B>(2 ; —2). En faisant tourner MA d'un quart de tour direct, on
obtient (2; ~2) = ME : (MA, MB) = I. Pour M(2;—2) : MA(—2;2) devient (—2; —2) = —ME :
I'angle vaut —7%. Théoreme 5 : E; est un arc du cercle dont le centre §2; est sur la médiatrice et
vérifie (ﬂ, @) = r: c'est le milieu (2;0) de [AB]. E; est le demi-cercle de diamétre [AB]
situé au-dessus de I'axe des abscisses, privé de A et B (il contient (2;2)). E, estle cercle de
diametre [AB] entier, privé de A et B.

2.a. Q(2;2) est sur la médiatrice z = 2, etj -2;-2), @(2 ; —2) : on vient de voir que I'angle
vaut Z. Pour le point (2;—2), il vaut —Z : ce point ne convient pas. Rayon : QA4 = V4 +4 = 2/2
b.QQ?=(4-2)2+(4-2)*=8:Q est sur le cercle. Qj(—4 ; —4) fait I'angle —3T avec i, et
QB(0; —4) 'angle -z (Qj, @)) = —I 43 =12 c. E;estl'arc du cercle de centre 2(2;2) et
de rayon 2/2, d'extrémités A et B, situé au-dessus de I'axe des abscisses (il contient Q),
privé de A et B. Sur 'autre arc, I'angle vaut § + 7 = 51 soit —

3. (MZ,M—B>) = 7 : le segment | AB] (les deux vecteurs sont de sens contraires). (MZ,M—B>) =0
: la droite (AB) privée du segment [AB].

Exercice 8

Partie A.

1. (AA") L (BC) et B € (BC), donc (ﬂ,ﬁ) = I [x]. De méme (7 §) . Cas
particulier du théoreme 6 : A' et B’ sont sur le cercle de diametre [AB]. Donc A, B, A', B' sont
sur le cercle de diamétre [AB].

2. H € (AA") et C € (BC), donc (A'C, A'H) = % [x] ; de méme (B'C, B'H) = % [x]. C, A", H, B’
sont sur le cercle de diamétre [CH].

Partie B.

l.zp—20=3+91etzy —z0=8+4i:

Zp — 2 34 99)(8 — 4 60 +60: 3 .
bz (3+99)(8 —4i) _ BT
Z4 — 2¢ 80 80 4

zp—2p=-—-3+9ietzg—zp=2-+4i:
Zgp — 2 —3+97)(2— 4 30+30: 3 .
p—zp _ (3492 4) _ BT
Z4 — 2p 20 20 2

—
Au chapitre 7 : (ﬁ, CB) = arg “C Les deux nombres sont des multiples positifs de 1 +

=2¢€it (a,CB) (7 DB) :C% 2m].

2. A, B, C ne sont pas alignés (l'angle § n'est pas un multiple de =), et les deux angles sont
égaux : théoreme 7, les quatre points sont cocycliques. L'égalité ayant lieu a 27 prés, C et D
sont sur le méme arc.

3.042 =25+0,QB% =0+ 25, QC? =9+ 16, QD? = 9 + 16 : les quatre distances valent 5.



Exercice 9

1.sp,(z;y) = (z;2 —y) etsp,(z;y) = (4 —z;y), donc sp, osp,(z;y) = (4 —z;2 —y).C'estla
symétrie de centre (2; 1), point d'intersection des axes : les axes sont perpendiculaires, et on

™

obtient la rotation d'angle 2 x 7 = .

2.sp(z;y) = (z;—2—y) etsp(z;y) = (z;4 —y), donc sp o sp(z;y) = (z;4— (-2 —y)) =
(z;y + 6) : translation de vecteur (0;6), le double du vecteur (0;3) quivade Da D'.

3.a. Theoreme 9 : D' passe par O et fait I'angle Z avec (Oz) : D' : y = z. Contréle : sp o
8(02)(T;y) = sp/(z;—y) = (—y;z). b. Il faut (A, (Oz)) = § : AfaitI'angle —7 avec (Oz), A :
y = —z. Contréle : sa(z;y) = (—y;—x), puis soz) donne (—y;x).

4.2+ (—Z%) =0:7y0r; estune translation (paragraphe 5.5). En complexes, r; : z +— iz et ry :
z—4—i(z—4)=—iz+4+4i,doncryor; : z— —i(iz) + 4+ 4i = z + 4 + 44 : translation de
vecteur (4;4).

Exercice 10

1. Pour M(z;;y1) €t N(za392) : f(M)f(N)? = (=23 + 21)° + (¥ —31)* = MN?, et g(M)g(N)* =
(=2 +31)* + (22 — 21)> = MN?.

2.a. f(M) = M imposerait y + 2 = y : aucun pointinvariant. fo f(z;y) = f(—z +4;y+2) =
(z;y+4):c'estlatranslation de vecteur (0;4). b. sa(z;y) = (4 — z;y), puis t; donne (4 —
z;y+2) = f(z;y). Le vecteur 4(0;2) dirige A : f estla symétrie glissée d'axe A : z = 2 et de
vecteur (0;2). c. Le milieu de [MM'] a pour coordonnées (Z=2 22&2) =(2;y+1):ilestsur
A.

3.9(M) = M équivauta z = —y + 2 et y = z, soit x = y = 1 : un seul point invariant Q(1;1).
Théoreme 10 : g est une rotation de centre Q. Le point (2;1) a pour image (1;2) : W(l ;0)
devient (0;1), I'angle vaut 5. g =7 (2, 3).

4.gof(z;y)=g(-z+4;y+2)=(—(y+2)+2;—z+4) = (—y;4 — z). C'est un déplacement
composeé avec un antidéplacement : un antidéplacement. Un point invariant vérifierait z = —y
ety =4 —x =4+ y:impossible, aucun point invariant. La réflexion d'axe z + y = 2 s'écrit
(z;y) — (2 —y;2— z); suivie de la translation de vecteur (—2;2), elle donne (—y;4 — ). Le
vecteur (—2;2) dirige I'axe : g o f estla symétrie glissée d'axe z + y = 2 et de vecteur (—2;2).



Exercice 11

1. ABC est rectangle isocéle en A et I est le milieu de I'hypoténuse : IA =IB = IC et (AI) L

BA — —
(BC). BI A est rectangle isocéle en I. Donc B V2, et (BI, ﬂ) = T (le vecteur BI(—2;2)

fait I'angle 2 avec i, et ﬂ(—4;0) I'angle 7). Rapport v/2, angle Z.
. DA fait |1 5 2 =l

2.Soit A; = s(A) : BA; = v2 x 4 = 4/2 et BA, fait I'angle 7 + 7 =2 aveci, donc BA; =
44/2 (—@ ; _322) = (—4;—4) et A;(0;—4), symétrique de C par rapporta A. Soit C; = s(C) :
BC = 4+/2, donc BC; = 8, et BC; fait I'angle 317” + § = m: C1(—4;0), symétrique de B par
rapporta A.

3.2 —4=(1+i)(z—4), carv2eT =1+i.Donc 2’ = (1 + i)z — 4i. On vérifie s(0) = —4i et
s(4i) =45 — 4 — 4i = —4.

4. Le triangle ABC est rectangle en A : son cercle circonscrit a pour centre I et pour rayon IA =
24/2. Son image a pour centre s(I) = A et pour rayon v/2 x 2v/2 = 4 : le cercle de centre A et
de rayon 4 (il passe par B, C, A; et ().

5.5 =h(B,v2)or(B,Z).sosapour centre B, pour rapport 2 et pour angle Z : c'est la

similitude h(B,2) or (B, ), d'écriture 2’ = (1 +14)((1 +14)z — 44) — 4i = 2iz +4 — 8i.

Exercice 12

1. A§(1 ;—2) et A'B'(4;2); AB.AB =4-4=0; AB = /5et A'B' = /20 = 2./5. Le quart de
_ —
tour direct transforme (1;—2) en (2;1), et A’B’ = 2(2;1). Rapport 2, angle 7.
2.(AB):y=—-2cx+8et(AB):y=5+3.—2x+8=5+3donnex =2, puisy =4:P(2;4).

3. (ﬂ, QA") = : Qestsur le cercle de diamétre [AA'] (cas particulier du théoréeme 6) ; de
méme sur celui de diameétre [BB’]. Ce sont les cercles PAA’ et PBB' de la méthode, puisque
(AB) L (A'B’).

. . , 2
o Cercle de diamétre [AA'] : centre (2;3), rayon au carré 44 = 10 = 5,

o Cercle de diamétre [BB'] : centre (4;2), rayon au carré 2.

En soustrayant les équations : (z — 3)* — (z — 4)> = § — 2, soit  (2z — &) = — 12, donc = = 2.

Puis (y—3)" =3 —1 =2 doncy —4ouy=1.Le point (2;4) est P: 2(2;1).
4.2 — (2+1) = 2i(z — (2+1)), soit 2’ = 2iz + 4 — 3i. On vérifie 2i(3 + 2i) + 4 — 3i = 3i et 26 x 4 +
4—3i =4+ 5i.
S.s0s:2z+> 2i(2iz+4—3i) +4— 3i = —4z + 10 + 5i. Le coefficient —4 est réel : homothétie de
10 + 5¢
1+4

rapport —4, de centre = 2+1, c'est-a-dire {2 (rapport 2 x 2, angle 7 + % = m).



Exercice 13

Partie A.

1. BC = v/25+ 144 = 13.

2. HBA et ABC ont I'angle B en commun et un angle droit (en H et en A) : ils sont semblables,

BH BA 25 . 25 144
aveCcH <+ A, B+ B, A+ C. Doncﬂ_ %,BH_E,pwsC’H_B—E_ TR
3. HBA et HAC sont rectangles en H, et HBA = HAC (complémentaires du méme angle HAB)
HB HA 2 144 12
. ils sont semblables, d'ou A~ Ho' soit AH?> = HB x HC = % et AH = > >1<3 =
60 . AB x AC %% x AH 60
— . Avec l'aire : ——— =30 = —————, donc AH = —.
13 2 13
720 . 300 24— 2y 20— 2H 12 .. »
4.0n trouve H (123 300) et = = — 4. Théoréme 12 (critére 4) : HBA et HAC
Zp — 2 %4 — ZH 5

sont directement semblables, par la similitude de centre H, de rapport % etd'angle —3, qui
transforme Ben Aet Aen C.

Partie B. Les triangles PAC et PDB sont semblables (angles en P opposés par le sommet,
angles inscrits BAC et BDC qui interceptent le méme arc). Donc PA x PB = PC' x PD, soit 24 =
4PD et PD =6.

Exercice 14

1.AB=1,BC =|i| =1et AC = |1 +i| = v/2. Comme AB? + BC? = AC? et AB = BC, ABC est
rectangle isocéle en B.

2. Critere 4 du théoreme 12 : AMN est directement semblable 8 ABC si et seulement si

— — 1+ .
PN EA_F0TEA 2TV g soitay = 14 (144)(2 — 1) = (144)z —i. Donc N — s(M),
ZM — ZA ZB — ZA 1

oU s est la similitude de centre A, de rapport |1 +i| = v/2 et d'angle I

3.M(3+it),te€ R, donne zy = (1+1¢)(3+it) —i=(3—¢t)+i(2+1¢t):x+y=>5. Quandt décrit R
, N décrit la droite d'équation z + y = 5, image de A par s.

4. N décrit le cercle de centre s(E) = (1 +i) x 3 —i =3+ 2i etderayonv2 x 1 = v/2.

5.2y =(1+14)(3+i) —i=2+3i.0na2+3 =5, etladistancede N a3 +2ivaut|—1+i| =+2

: N est sur les deux ensembles (normal : M est a la fois sur A et surI'). Le triangle AMN est

. . . AM? 5
rectangle isocéle en M, avec AM = |2 +i| = v/5 : son aire vaut 5 = 3




