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TERMINALE S - CHAPITRE 7 - NOMBRES COMPLEXES ET SIMILITUDES

Chaque résultat a été vérifié par calcul formel. Les rappels de méthode sont en italique.

Exercice 1

On calcule comme avec des réels, en remplacanti? par —1. Pour un quotient, on multiplie par le conjugué du
dénominateur.

l.a.(2-3i)(4+i) =8+ 2 — 12 — 3i> = 11 — 10.

b. (1—2i)2=1—4i+ 4% = —3 — 4.

c. (1+14)* = 2i, donc (1 +14)® = 2i(1 +14) = —2 + 2.

d. 2026 = 4 x 506 4 2 et 3* = 1, donc 2020 = 42 = —1.
1 21 2—i 2 1.

e. = - - 24
2+i (2+9)2-49) 5 5 5

. . . . . .2 .
f.4+3.z:(4+3z)(2+z):8+4z+6z+31 :5+101:1+2i.
2—1 5 5 5
1+i  (1+9)° _%_
g'1—i*(1—i)(1+i)_2_
(24+i)(1—3) 2-6i+i—-3> 5-5 1 1 1 1 . ,
2. — = = :—7—.D = = tI = —= I .
z 7300 =30) 10 10 Tk onc Re(z) 5 © m(z) 2(unree,sanSZ)
Exercice 2
143 (1+3)(2+4) 2+1i+ 60+ 34> 1
1a s +3‘z:( + 33)( +z): +i+6i+ 3¢ :———i—zi.
2o ° (15255(3 ) 3+i+6i+22 1 7
. o , . +2i)(3+1i +i+ 60427 )
b.3z —iz =1+ 24, soit (3 —4)z =1+ 2¢, donc z = 10 = 0 —E+1—Oz.

c. L'équation contientz : on pose z = = + iy. Alors z + 2z = ¢ + iy + 2z — 2iy = 3z — y. Par identification avec 6 — i :
3z =6 et —y=—1,donc z = 2 +i. Vérification : 2 + i+ 2(2 —3) = 6 — 1.
2. Avec les propriétés du conjugué : 22 +z2 = z2 + 22, donc ce nombre est égal a son conjugué : il est réel. De méme
=z —2z=—(z—Z):cenombre est égal a I'opposé de son conjugué, il est imaginaire pur. Autre méthode : avec
+ib, 22 + 22 =2(a® — b?) etz — Z = 2ib.
1 z 3+ 21 3 2

.2Z2=2324+22=13.Donc = = — -2, 2
3.22=3+ 3 > 2z 13 13 13"

o ¥

z
z

Exercice 3

Module r = +/a? + b2, puis cos = 2 etsinf =

Slo

Question 1.

z module argument forme trigonométrique
-3 3 ™ 3(cosm + isinm)
21 2 7 2(cos§+isin g)
1—i V2 -1 \/E(cos (%) +isin(-%))
V3+i 2 %’r 2(cos%”+isin‘%")
—2-2iv/34 f%” 4(cos (72%)+isin(f%”))
5+5i  5v2 % 5v2 (cos § +isin T)

Par exemple, pour —v3+i:r=+3+1=2, cosf = —325 etsing = 1, donc § = . Pour —2 — 2iv/3: 7 = A+ 12 =4,

cosf = —% etsinf = —‘{;’, donc 6 = _%’f_

241 1

QuestionZ.AB:|zB—zA|:|4—3i|:«/—16+9_:5etz1:¥:%:1+5i_
. j)? 1§ 25
Questlon3.‘(3+4?)3 :|3+4.7’|3 - 253:£:_‘/§
(1 —14) 11— (v2) 2v/2 4



. s .. 8 .. 8
Question 4. Non : le facteur —4 est négatif. Avec —1 =cosm +isinm,onaz =4 (cos 77T + isin ;) Le module vaut 4 et

, - 8w 6
I'argument principal est 2 2m = -

. . V3 01, T .. T ~ ? T
Question 5. z5 — 24 =3 +i=2 ?+ 5 :2(c058+zs1ng). Donc AB =2et (i, AB) = 5 [27].

Exercice 4

l.a |z = V1+3=2 cosf= %, sinf = —3§ T2 = 2e 3, |22| = V8 =2+v/2, cosf = —%, sinf = 3? 129 = Zﬁei%.
b. Les modules se multiplient, les arguments s'ajoutent.
0 27y = 426(5+%F) — 4,265,
% 2 Y V2 s V2 137 11w

° - ﬁei “5-%) = e E = e, car 0 421 = — estdans | — ;7.

o zf=20e ¥ =64e 2" = 64.

2.1—i=+/2ef, donc (1—i)0 = (v2)" e ¥ =32 ¥ = 32¢ % = —32i. Controle : (1 —i)? = —2i et (—2i)°
—324° = —32i.

3.3 +i=2¢%, donc (V3 +1)" = 27’

. . n . . .
o |l est réel si et seulement si % = kx (k entier), soit n = 6k : n multiple de 6.

o Il est imaginaire pur si et seulement si % = g + km, soitn =34 6k :n = 3,9,15,... Par exemple (v/3 + i)3 =

8e'? = 8i.
4. Forme algébrique : (1+i) (14+iv3) =1+iv3+i—v3=(1-+3)+i(1+3).
Forme exponentielle : v/2 eif x 2¢if = 24/2¢if.
En identifiant avec 2v/2 (cos 15 + isin I7)

Tr 1-v3 V3-VB Tr 14V3 V346

cos 15 = 2 ) sin 75 = W 1
Exercice 5
1. Les racines sixiemes de I'unité sont ei¥, k = 0,...,5:
1 1.,.@2 ,l+£i —1 _l_ﬁi E,QZ
2 2 2 2 2 2 2 2
Leurs images sont les sommets d'un hexagone régulier inscrit dans le cercle trigonométrique.
2km

2. 78:86”.Avecz:rei6:1"3:8€t3t9=7r+2k7r,d0ncr:2€t9=g+7,k€{0,1,2}:

20=2F =14+i/3 2 =2e"=-2 2 =2¢% =1—4/3.

3.a.12| = 64+ 192 = 16, cosa = —3 etsina = ¥ : Z = 16¢'¥.
2 k
b. ! =16 et 40 — %—0—21%, doncr—=2etf = %+?7r,k€ {0,1,2,3} :
2% =v3+i 2T = —14iv3 2T =—V3-i 2T =1-iV3.
c. Les quatre points sont sur le cercle de centre O et de rayon 2, et deux points consécutifs sont séparés d'un angle
7 : ce sont les sommets d'un carré de centre O, dont les diagonales mesurent 2 x 2 = 4.

4.2i = 2¢'3. Les racines carrées sont v/2¢e'T = 1+ i et son opposé —1 — i. Contréle : (1 +i)? = 2.

Exercice 6

1. a. (24)® = -8, donc

3 (e’ — e*i’:)3 et — 3ei® 4 3e~ — %2 2jsin(3z) — 6isinz  3sinz — sin(3z)
si- xr = = = =
—81 —8¢ —8i 4

b ) ) (e2iz L 24 6721'90) (eiz _ efiz) ediz + eit _ g—ix _ o—3ix sin(?m:) +singz

LCosS"TSInNT = = = .

) 7 ) ) ) 8 ) 4

o s (3 ) (2 ) (6312 _ 67§1w) (eQW 4 672“”) edix +eft — iz e biz sm(5a:) +sinz

. SIN(OT ) COS(4x ) = = = .

44 44 o 2



g . 1[ cos(3z) o1 /1 1 1 8 2
2 = - | — — = - —_ — —_—_— = - _—= =
2./0 cos’ zsinx dr = 1 3 cosm]o 1 {(3—5—1) ( 3 1)] 1 X 3= 3"

_ ’_ . . 2 _ 1,2 2 _ cos"T|
Avec u = cosz, ' = —sinz : cos” zsinx = —u'u?, et cos’ xsinzdr = |— 3 =
0 0

+

2
5

W=

1
3
3. a. Ligne 4 du triangle de Pascal : 1,4,6,4, 1.

. (e + e*”)4 elit 4 4e¥ 4+ 6 4 4e 2%  e74®  cos(4x) + 4 cos(2z) + 3
cosz = = = :

16 B 16 8
b. / cos* zdz = ! [M + 2sin(2z) + 33:} = 3—7r
0 8 4 0 8
4.a.Avec c =cosz, s =sinz, 2 = —1,33 = —i,i* =1:

cos(4z) + isin(4z) = (c +is)* = c* + dic®s — 6¢*s* — dics® + s*.

Par identification : cos(4z) = ¢* — 6¢?s? + s* et sin(4z) = 4cs — 4cs.
b.Avec s2=1—c?:cos(4z) =c* —6c*(1 — ) + (1 —c?)? =c* —6c® +6c* +1—2c% + c* = 8c* — 82 + 1.
Exercice 7

1.a. —16 = (4i)* : les racines carrées sont 4i et —4i.
b.z2? —y?> =522 +9y?=1|5+12i| =13, 2zy = 12. Donc 22 =9, y> =4, etzy > 0:3 + 2i et —3 — 2i.

cx?—y?=-3,224+9y°=|—-3—4i|=52zy=—-4.Doncx®=1,92=4,etzy<0:1—2iet—1+2i.
1 3 1 3
2.a.A=174:73:(i\/§)2:z=f§f§iouz=f§+§i(cesonthetj).
6+2¢ 3 1 3 1
b.A=36—-40=—-4=(2)?:2=——,s0it=——=i0u=+—i.
36 — 40 (20)°: 2 TR 5 5t 2+2z

. 2
C. A =(—2i)> -4 x (~1) = —4+4 = 0 : une solution double, z = EZ =i. Eneffet 22 — 2iz — 1 = (2 — i)
d.A=(3-2i)2—4(5—14)=9—12i —4— 20+ 4i = —15 — 8. Racines carrées de A : 2? — y? = —15, 22 + 3% = 17,
2zy = —8,d'ou § =1 — 44. Donc

z1:3—22—2(1—42):1+i 2&23_21;—1_41:273@
Contréle :z1 +zp =3 —2ietz1z0=2—-3i+2(+3=5—1.
e.Onpose Z =22:2>+3Z—-4=0,douZ =10uZ = —4. Puis 22 =1 donne z = +1, et 22 = —4 donne z = +2i.
Quatre solutions : 1, —1, 27, —21.
3.224+9=12%—(3i)2 = (2 — 3i)(2 + 3i). Pour 22+ 2z +2: A = —4, racines —1+iet—1—i,donc 22 +2z+2=(z+1—
i)(z+1+1).

Exercice 8

1. (2i)2 = —4 et (2i)? = —8i. Donc P(2i) = —8i — 8i x (—4) — 44i + 20i = —8i -+ 32i — 44i + 20 = 0.
2. (2 —2i)(22 + pz + q) = 2% + (p — 2i)2% + (q — 2ip)z — 2iq. Par identification avec P :

p—2i=—8i q—2ip=-22 — 2iq = 204.
D'ol p = —6i, ¢ = —10, et le contréle g — 2ip = —10 — 2i(—6i) = —10 — 12 = —22. Donc P(z) = (z — 2i)(2* — 6iz — 10).
. i — 2 i + 2 .
3. 22— 6iz —10 = 0: A — (—63)2 + 40 — —36 + 40 — 4 — 22. Solutions : o =1+ 3iet 62; =1+ 3i. Les solutions

de P(z) =0sont2i, 1+ 3iet -1+ 3i.

_ _ . _ . _ _ . s »2 .
4.9 7c7a L1HE_ (L+dl=i)  AHitiz@ 2 ponc 40— aBet (ﬁ,ﬁ) — Z [27] : le triangle
Zg — 24 1+ 2 2 2 2

ABC est rectangle isocele en A.

—
b. ABDC est un carré si et seulement si BD = ﬁ (le triangle étant rectangle isocéle en A), soit zp = 25 + z¢ —
z4a=(1+3i)+ (14 3i) — 2 = 4.



Exercice 9

20—z 1+iV3
2z — 24 2
ZF — ZD _4741:

1.

i - . P
= e'f. Donc AC = AB et (AB,@) = g : le triangle ABC est équilatéral.

2. =2, quiestréel: D, FE, F sontalignés, et DF = 2DF (E est le milieu de [DF]).

ZE — ZD - 2—-2
3. a. Cercle de centre £2(2¢) et de rayon 3.

b. |z — (—1)| = |z — 3i| : médiatrice de [AB] avec A(—1) et B(3i). Avec z = x + iy : (z + 1)% + 3 = 2% + (y — 3)?, soit
2z +1=—6y+9, c'est-a-direz +3y —4=0.

c. Un complexe et son conjugué ont le méme module : [ +2 —i| = [z +2+4| = [z + 2 +i| = |z — (-2 —4)|. C'est le
cercle de centre Q'(—2 — i) et de rayon 1.

4. a. On multiplie par le conjugué du dénominateur :

7 (z+ily—1)((z+1)—iy) (®+z+y*—y)+ily—z—1)
B (z+1)2 492 B (z+1)2+ 92 ’

b. Z estréel «— y—x —1=0. & est la droite d'équation y = z + 1, privée du point A'(—1) (pour lequel Z n'est pas
défini).

c. Z estimaginaire pur <= a2+ 32 +z—y=0 <= (z+1)°+ (y— 1) = 1. Festle cercle de centre (—1;1) et
de rayon 32@ privé du point A'(—1).

d. Pour M distinctde A’ et B/, arg Z = (W,W) [27]. Z est réel (non nul) quand cet angle vaut 0 ou 7 : M est sur
la droite (A'B'). Z est imaginaire pur (non nul) quand I'angle vaut +% : M est sur le cercle de diamétre [A'B']. Enfin
Z = 0 pour M = B’', qui appartient aux deux ensembles. On retrouve bien la droite (A’B’), d'équationy =z + 1, et le
cercle de diamétre [A'B'], de centre le milieu (—1;1) et de rayon 42 = ¥2, tous deux privés de A'.

Exercice 10

1.a.a = 1:translation de vecteur d'affixe 2 — 3i.
—45

b. a = 3 est réel, différent de 1 : homothétie de rapport 3 et de centre w = = 2.
iz . 1+
C.a=—i=e"'2,de module 1 : rotation d'angle —g et de centrew = 1 iz =1
1
L . T —iv3 —iv3
d.a =1+ iv/3 = 2¢'% : similitude directe de rapport 2, d'angle = et de centre w = = =1
PP g€ 3 1-1-4v3 —iv3

2.a.2 —(2—1i)=i(z— (2—1)), soit 2’ =iz — 2 — 1+ 2 —i=1iz+1— 3i. L'image de O a pour affixe 1 — 3i.
b. 2 —(1+14)=—-3(z— (1+1)), soit 2/ = =3z + 4 + 4.
C.a=2e"% =2i:2 —i=2i(z—1),soitz' =2iz+2+1.

3. La similitude multiplie les distances par 2 : I'image est le cercle de centre A’, image de A4, d'affixe 2i x 1 +2+i=2+
3i, etderayon 2 x 2 = 4.

Exercice 11

1.0ncherches: 2 =az+bavecax0+b=2¢et2a+b=4+2i.Doncb=2,2a=2+2i,a=1+i:s:2 = (1+i)z+2.

2 2 o
2.a=1+i#1.Centre: w = m = — = 2¢, donc (2¢). Comme 1+ = V21, le rapport est /2 et I'angle %.
— 1 —1
/7
3.a.z'—z:(1+i)z+2—z:iz+2:i(z—21):—i(2i—z):—i(w—z).CommeM;«éQ,w—z;&OetZ)iz = —i.
I _
b. Z _Z’ = 1donne MM’ = MQ, et arg(—i) = ’g donne (Ma, MM') = *% [2]. Le triangle QM M’ est rectangle

isocele en M.
c.Avec M = O : M' = B(2). 002 =2, OB = 2, et Q est sur |'axe imaginaire, B sur I'axe réel : I'angle en O est droit. Le
triangle QOB est bien rectangle isocéle en O.
4. Pour construire M’ : on trace la perpendiculaire a (M) passant par M, et on y reporte au compas la longueur M2,
— —
du c6teé donné par I'angle —7 (sens des aiguilles d'une montre quand on tourne de MQ vers MM').



€& Exercice 12

1. On écritp +iq = re'¥ ; alors pcosz + gsinx = r cos(z — ).
a.14+i=+/2€% :cosx +sinz = v/2cos (:c— %)

T

b.1—iv/3 =2e7%5 :cosz — +/3sinz = 2cos (a:—l—%)

. 3
C. 71+i=\/§eliZL : fcosa:qtsina::\/icos (;1:7 f)

1
2.a.cos(a:f§): :cos%,doncxf%:iz+2kﬂ':m:z+2k7roua::2k7r,k:€Z.

V2 4 2

b cos(erﬂ-)* = 2 doncm+ﬂ-*i2ﬂ-
: 3) " T3 %3 37 73
r = T.

c. v2cos (a: - %) = 2 demande cos (x - %) = 4/2 > 1 : aucune solution.

)

1
3 +2k7r:a;=g+2k7roum=—7r+2k7r.Dans]far;ﬂ:x:%ou

3. cos(5z) + cosz = 2 cos(3z) cos(2x). L'équation équivaut a cos(3z) = 0 ou cos(2z) = 0.

T km T 7 5w
o cos(3z) =0 < a:_g—i—?.dans [O,ﬂ,g,i,?.
™ T T 3T
2z) = =T, 5. g ST
o cos(2z) =0 < = YR dans [O,ﬂ,4, 1
. T ™ 7w 3w 5w
Solutions dans [0;7] : =, —, =, —, —.
o375 3 2 2 s

4. a. (2i)° = 32i et la ligne 5 du triangle de Pascal est 1,5, 10,10, 5,1 :

5 € — 5% 4+ 10e'” — 10 + 5e *® — e **  2jsin(5z) — 10isin(3z) + 20isinz

. sin(5z) — 5sin(3z) + 10sinz
sin’ z = = )

324 324 16

z

I 1 [ cos(5z) 5cos(3z) ® 1 (1 5 1 128 8
. - — |- — 10 (2 -2410) == 22
b /0 sin’ @ dz = 75 5 T3 STl =T6\5 3 615 15




€& Exercice 13

. o . 1—(14+4)8 1-16 15
1. Somme géométrique deraison14+i#1: 5 = 1 ((lt—z')) = — = — = —15i, car (1+4)® = 16 (legon 3).
- 7 —1 (2
2.a.C, +iS, =14+ €T+ ¥ 4 ... 4™ =14q+---4¢"avec q= €. Comme z €]0;27[, ¢ # 1, et C, +iS, =
1— qn+1 1— ei(n+1)m

1—g¢g 1—ei®
b. Avec 1 — ¢i®* = 72isin%ei% :
. . (nl)z il (n+1)z
—2isin——¢' 2 in-——— ..
. — 2 _ 2 75
Cn +5, = 72isin§eif o sin £ e
(sin§ #O0car § €]0;n[)
c. Le quotient est réel : en prenant les parties réelle et imaginaire,
:sin@cos% s :sin@sin%
" sin% " sin% ’
sin x cos £ 2sin £ cos £ cos £
Pourn=1: — 2 — i1 2:2COSZE:1+COS:12:C1.
sin £ sin £ 2
4r o 6 —24/5 —-1—-+6 _ . T ™ ar  14+4/5
3.cos — =2cos? = —1=2x —— —1=——""_Puiscos — = — ( 7—):—cos—: .
5 5 16 4 5 ®\"™75% 5 4
d4.a.20—24=-9+3i,2p—24=—10, 2p — 2 = —8 — 44, zc — zp = —7 — i. Le produit vaut
(—9+30)(—8—4i) 72+36i—24i+12 84+12i 12(T+i) 6
(-10) (=7 —i) 70 + 104 T 704+10i 10(74i) 5

C'est un réel, et trois des points ne sont jamais alignés : A, B, C, D sont cocycliques.
b. |z4| = |zp| =5, |zB| = V9 + 16 =5, |2¢| = /16 + 9 = 5 : les quatre points sont sur le cercle de centre O et de rayon
5.



