n:d Corriges detailles

TERMINALE S - CHAPITRE 6 - EQUATIONS DIFFERENTIELLES
Chaque résultat a éte veérifie par calcul formel. Les rappels de méthode sont en italique.

Exercice 1

1. Les solutions de y' = ay sont les fonctions \e*, A\ € R. On commence par isolery'.
o a.y =\’
o b.y = -3y, donc y = le 3=,

3

1
o c.y'ziy,doncy:)\e .

o d.y = —?Iy, doncy = e ¥.
2. f(z) = de 2% et f(0) = X\ = 3, donc f(z) = 3e~%=.
3.y = —% y, donc g(z) = e~ 3. La condition g(3) = Ae~! = 2 donne X = 2¢, d'ou
g(z) =2 x e 5 =2e75,

4. f(z) = Xe®®. f(0) = X =5, puis f(2) = 5e?* = 20, soit e?* =4, donc 2a =In4 =2In2eta =In2.
Ainsi f(z) = 5e*2,

5. f(z) = Xe®® avec X # 0, puisque f n'est pas la fonction nulle. Comme e*® > 0, f(z) est du signe
de A :il n'est jamais nul. De plus f'(z) = aXe® est du signe de a), qui est un réel non nul : f’

garde un signe constant strict, et f est strictement monotone (croissante si aA > 0,
décroissante si a) < 0).

Exercice 2

1. Théoréme 2 aveca = —k : N(t) = Nye .

N N 1 In2
2.N(T) = 70 — Nye T = 70 — e M = 5 & “kT=-In2 < T= DT La demi-vie
ne dépend pas de Nj : elle ne dépend que de I'élément radioactif.
In2 In2 .
3. k= T =3 7 0,0866 (par jour).

1
4. N(t+T)= Nye e * = N(t) x 3 Quel que soit I'instant de départ, le nombre de noyaux est

divisé par 2 tous les 8 jours.

N N
5.24 = 3T, donc N(24) = =2 = 2 :jl reste un huitiéme des noyaux, soit 12,5 %.

23 8

Ny 1 In100 8In100
.N — ko — —In1 =
6 (t)<100<:>e <1 = kt < —In100 < t > ? 5

fonction In est strictement croissante, et on divise par —k < 0, ce qui change le sens de

~ 53,15. La

l'inégalité. |l reste moins de 1% des noyaux a partir du 54¢ jour.



Exercice 3

1.y’ = —4y + 8. Solution constante : avecy' = 0, il reste 4y = 8, donc y = 2. Les solutions sont
y=Xe ¥ +2 f(0)=A+2=5donc A =3et f(z)=3e % +2.
. . . . . 1
2. Solution constante : —y = 3, donc y = —3. L'équation homogene 2y’ — y = 0 s'écrit ¢y = 3 V-
- T 3 T
Les solutions sonty = Xe? — 3. g(2) = de —3 =0, donc A = — et g(z) = 3e? ! — 3.
€
3. a. Solution constante : 50u = 300, donc u = 6. Ainsi u(t) = Ae*" + 6, et u(0) = A + 6 = 0 donne
A=—-6:
u(t) =6 —6e " =6(1—e ).
o b.u/(t) =300e°% > 0: u est strictement croissante sur [0; +oo[. Comme e~ %% — 0, u(t) —
6. La tension augmente et se rapproche de 6 volts sans jamais |'atteindre : le condensateur

se charge.
~ In100

o C.u(t) =0,99 x 6 <= 6e % =0,06 —= e " =0,01 < ¢ ~ 0,092 s, soit

environ 92 millisecondes.

Exercice 4

Partie A

1.y' = —2y : les solutions de (Ej) sont les fonctions z — Ae~2*.
2.¢'(z) +2g(x) = ae® + 2ae” = 3ae®. On veut 3a = 3, donc a = 1 et g(z) = €”.
3. Pour toute fonction f dérivable :
(f—9) +2(f —9) = (f' +2f) — (¢ +29) = (f +2f) — 3¢".
Donc f' + 2f = 3¢” si et seulement si (f —g)' +2(f —g) =0.
4. f — g = Xe 2%, donc les solutions de (E) sont les fonctions = — e + e 2%,

5.f(0)=14+X=0,donc A = —1let f(z) =e* — e 2.
Partie B

1. Poury=acosz + bsinz :
y' — 2y = (—asinz +bcosz) — 2acosz — 2bsinz = (b — 2a) cos + (—a — 2b) sin z.
On veut obtenir 5sinz pour tout z. Avec z =0 puisz = 5 :b—2a=0et —a —2b=5. Donc b =
2a, puis —ba =5:a = —1etb = —2. La fonction z — — cosz — 2sin z est solution.

2. L'équation homogéne 3’ = 2y a pour solutions \e?*. Les solutions de (F) sont les fonctions

z — \e?® — cosz — 2sinz.

3.h(0) =X —1=—1,donc A =0 et h(z) = — cosz — 2sinx. On retrouve la solution particuliére de
la question 1. C'est la seule solution de (F') qui reste bornée en +oo : dés que A # 0, le terme
Ae?* tend vers +oo ou —oo.



Exercice 5

On écrit I'équation caractéristique, on calcule son discriminant, puis on applique le théoreme 4.

1.72 —r—6=0:A =25 racines 3 et —2. y = \e>* + pe 2°.
.72+ 6r+9 = (r+ 3)? : racine double —3. y = (Az + p) e 3.

.72 —9=0:racines 3 et —3. y = \e3® + pe 3",

2

3

4.4r* —4r +1 = (2r — 1)* : racine double L.y = (A\z + p) e?.

5.r2+2r =r(r+2):racines 0 et —2. y = A+ pe 2® (care’ = 1).

6.2r2 —5r+2=0:A =09, racines 22 =2 et 22 = 1.y = Xe? + pet.

7.Avec f(z) = (z+1)e % : f'(z) = (—3z — 2)e > et f"(z) = (92 + 3) e *. Donc
' H6f +9f=[(9z+3)+6(—3z—2)+9(z+1)]e* =0.

C'est la solution obtenue pour A = = 1 dans /a question 2.

Exercice 6

1. f(x) = Ae*” + pe > (exercice 5). f(0) =A+pu=0et f/(0) =3\ —2u=5.Avec A\ = —u:
—5pu=5,donc u=—1,A=1et f(z) =€ — e 2.

2.9(z)=Mz+p)eetg(z)=(A—3\z—3u)e 3. g(0)=p=1etg (0) =X—3u=0,donc
A=3:
g(z) = Bz +1)e ™, gd@)=(3-9z-3)e? = 9ze 3.
o ¢'(x) estdu signe de —z : g est croissante sur | — 0o ; 0] et décroissante sur [0; +oo[, avec
un maximum g(0) = 1.

o En+oo:g(z) =3ze 3% + e Avec X = 3z, Xe X — 0 (croissance comparée), et e3* — 0
.Donc lim,, g = 0.

o En —00:3z+1— —ocoete 3 — 400, donc lim_,, g = —oo0.

3.z — €' est solution si et seulement sir est racine de I'équation caractéristique r*> + br + c =
0. Il faut donc que 2 et —1 en soient les racines :

PPrbrte=(r—-2)(r+1)=r2—r—2.
Donc b = —1 et ¢ = —2. Veérification :4 —2—-2=0et1+1—-2=0.
4. h(z) = Xe?* + pe22. La courbe passe par l'origine : h(0) = A + p = 0. La tangente en ce point a

1
pour coefficient directeur h’'(0) = 2XA — 2u = 2. Donc A = 3 etpu= 3



Exercice 7

[EEY
(o}

a.y" + 3% =0:y = Acos3z + pusin3z.
o b.A=4-40=-36,a=—-letf = g =3:y=-e “(Acos3z + psin3z).

cC.A=16-52=-36,a=2¢etB=3:y=e*(A\cos3z + pusin3z).
d. L'équation s'écrit y’ + (%)2 y=0:y=\cos g + using.
2. f(z) = Acos3z + usin3z et f'(z) = —3Asin3z + 3pcos3z. f(0) = A =2et f/(0) =3p = -3,

donc p = —1 et f(z) = 2 cos 3z — sin 3z.

[e]

(o]

3.9(z) = e *(Acos3x + pusin3z) et
g (z) = e *[(—X+ 3u) cos 3z + (—p — 3X) sin 3z].
g(0)=A=1letg(0)=—-A+3u=—1,donc p=0etg(xz) =e *cos3z. Comme —1 < cos3z <1

ete®>0,0na—e *“<g(z)<e . Ore”®—0en+oo:parlethéoreme des gendarmes,
lim, , g =0.

4. Avec f(z) = e*sin3z : f'(z) = €2*(2sin 3z + 3cos 3z) et f’(z) = €?*(—5sin 3z + 12 cos 3z). Donc
f'—4f +13f = €*[(—5 — 8 + 13)sin3z + (12 — 12) cos 3z| = 0.

Exercice 8
Partie A

1. z(t) = Acosbt + pusin5t. 2(0) = A =3 et 2’(0) = 5u = 20, donc p =4 : z(t) = 3 cos 5t + 4sin 5¢.

3 4
2.5cos(bt — ¢) = 5(cos5t cos ¢ + sinbtsing) =5 <3 cos 5t + 5 sin5t> = 3cos bt + 4sin 5t = z(t).

2
L'amplitude est de 5 cm, et la période vaut ?W ~ 1,26 s.

PartieB

1.724+2r +26=0: A =4—-104 = —100, o = —1 et 3 = 5. Donc z(t) = e *(Acos 5t + psin 5t) et
z'(t) = e *[(—A + 5p) cos 5t + (—p — 5A) sin 5t].
z(0) =X =3etz'(0) = -3 +5u=2,donc u=1:z(t) = e *(3cosbt + sin 5t).
2. |3 cos b5t + sin 5t| < 3| cos5t| + |sinbt| < 3 + 1 =4, donc |z(t)| < 4e~ . Comme 4et — 0, 0on a
lim; .o z(t) = 0 : les oscillations s'amortissent.

1 .
3. Il suffit que 4et < 0,1, c'est-a-dire e ! < 10 soitt > In40 ~ 3,69 s. A partir de 3,7 secondes

environ, on est sOr que |z(t)| < 0,1 cm.



Exercice 9

1. o a.Pourune constante, y" =y =0:il reste —2y =4, donc y = —2.

o

b. r> —r — 2 =0 a pour racines 2 et —1. Les solutions de (E;) sont y = Ae* + pe * — 2.

c.f(0O)=A+pu—2=0etf(0)=22\—p=1.Enajoutant A+ p=2et2A —p=1:31=3,
doncA=1,u=1letf(z)=e** +e®—2.

o

N
[¢]

a. Pour y, = acosz + bsinz, on a y, = —y,, donc
Yy + 2y, + 2y, =y, + 2y, = (a + 2b) cosz + (b — 2a)sinz.

Onveuta+2b=5etb—2a=0.Doncb=2q,5a=5:a=1,b=2, etyy(z) =cosz+ 2sinz.

(o]

b.r*+2r+2=0:A=—4,a=—1,3 = 1. Les solutions sont y = e “(Acosx + pusinz) +
cosz + 2sinz.

(o]

c.g(0) =A+1=0,donc A = —1. Puis ¢'(z) = e *[(—A\ + p) cosz + (—p — ) sinz| — sinz +
2cosz,donc g’ (0) = -A+p+2=3+p=0etpu=-3:

g(xz) =cosz + 2sinz — e “(cosz + 3sinx).

[¢]

d. y(z) — (cosz + 2sinz) = e “(Acosz + psinz), et [Acosz + psinz| < |A| + |u|. Donc
ly(z) — (cosz + 2sinz)| < (JA| + |p|) e *, qui tend vers 0 en +oo.

Exercice 10

Partie A

1.72+2r +1= (r+1)%: racine double —1. Les solutions de (E,) sonty = (Az + u) e 2.

2. Pour une constante : y = 2. Les solutions de (E) sonty = (Az + p)e © + 2.

3.f(0)=p+2=1,doncpu=—-1.f'(z) =(A—Az—p)e*,donc f'(0)=A—pu=0etA=—1:
fle)=(—z—-1)e"+2=2—(z+1)e "



PartieB

1.En oo :(z+1)e® =ze *+ e “ tend vers 0 (croissance comparée), donc lim, f = 2. En —oc0
z4+1— —c0ete® — +oo,donc (z+1)e® - —oco etlim_, f = +oo.

2. fl(z)=—]e*—(z+1)e®| =—(1—z—1)e® =ze? dusigne de z.

T —00 0 400
(=) - 0 +
f +o0o | décroissante = 1 = croissante 2

Le minimum de f sur R est f(0) = 1, donc f(z) > 1 pour tout réel z.
3.f(x) —2=—(x+1)e® — 0en +oo: la droite D est asymptote a C en +oco. Comme e * > 0,
f(z) — 2 estdu signede —(z + 1) :
o pourz < —1, C estau-dessus de D ;
o pourz = —1, C coupe D au point (—1;2) ;
o pour x > —1, C est au-dessous de D.
4. f(—1) =2et f'(—1) = —e! = —e. La tangente a pour équation y = —e(z + 1) + 2.

5. La courbe descend de +oo jusqu'au point (0; 1), ou la tangente est horizontale, puis remonte
vers la droite y = 2 en restant au-dessous. Elle coupe D au point (—1;2), avec la tangente de
pente —e.

Exercice 11

1. Pour y, = ma +p : y, — by, + 6y, = 6mx + (6p — 5m). Par identification avec 6z —5:m = 1 et
6p —5 = —5, donc p = 0 et y,(x) = «. L'équation caractéristique r?> — 57 + 6 = 0 a pour racines
2 et 3. Solutions : y = \e?® + ue®® + .
2.Poury, =ae® iy, +y,— 2y, = (a —a—2a)e* = —2ae”*. On veut —2a = 4, donc a = —2. Les
racines de r? +r — 2 = 0 sont 1 et —2. Solutions : y = Xe® + pe 2* — 2e~2.
3.0 a.Poury=ae*:y" +y —2y = (a+a—2a)e* =0, qui ne vaut jamais 3e*. C'est normal : 1
est racine de I'équation caractéristique, donc e® est solution de I'équation homogene.
o b.Poury, = aze”:y, =a(z + 1)e” ety = a(z + 2)e”, donc y; +y, — 2y, = a[(z+2)+ (z+
1) — 2z]e® = 3ae®. On veut a = 1: y,(z) = ze.
o c. Solutions : y = Xe® + pe % + ze®. Alors f'(z) = \e® — 2ue 2% + (z + 1)e®. f(0) = A+ pu=
Oet f/(0)=A—2u+1=4 Avec A= —p:—-3u=3,doncu=-1,1=1,et

fz)=e"—e > fze® = (x+1)e” —e .

4. Pour y, = aze® : y, = a(1 + 3z)e3?, donc y;, — 3y, = ae’”, et a = 1. Les solutions sont y =
Ae* + ze’® = (z + N) e*. g(0) = A = 2, donc g(z) = (z + 2) €**.

5.Poury, =az?+bz+c: Yy, = 2a, donc y; +y, = ax? + bz + (2a + ¢). Par identification avec z? :
a=1,b=0et2a+c=0,doncc=—2ety,(z) =z — 2. Les solutions sont y = Acosz +
psinz + z? — 2.



Exercice 12

1.72+4r+5=0:A=16—-20=—4,a = —2 et 8 = 1. Les solutions de (Ep) sonty =
e (Acost + usint).

2. Pour y, = pcost +gsint, on ay, = —y,, donc
Yy, + 4y, + 5yp = 4y, + 4y, = (4p + 4q) cost + (4q — 4p) sin .
Onveutdp+4g=0etdg—4p=2_8,soitp+g=0etg—p=2:g=1etp=—1.Donc y,(t) =
sint — cost.
3. Les solutions de (E) sont y(t) = e (A cost + usint) + sint — cost.
4.y(0) =X —1=0,donc A = 1. Puis
Y (t) = e *[(—2X + p) cost + (—2pu — A) sint] + cost + sint,
doncy/(0)=—-2+pu+1=0etu=1:y(t) =e *(cost+sint) +sint — cost.

5. 4/2sin (t — %) =2 (sintcos% — costsin %) =2 x g(sint — cost) = sint — cost. Puis
ly(t) — (sint — cost)| = e % | cost + sint| < 2%, qui tend vers 0. Le régime permanent est
V2sin (t — Z), d'amplitude v2 ~ 1,41.

6. o a.Poury = pcos2t+ ¢gsin2t, on ay” = —4y, donc y” + 4y = 0, qui ne vaut pas 4 cos 2t. /c/

b=0etc=aw? =4 :c'estle cas ou la méthode échoue.

o b. (tsin2t)’ = sin 2t + 2t cos 2t et (tsin 2t)” = 4 cos 2t — 4tsin 2t. Donc (tsin2t)” + 4tsin 2t =
4 cos 2t.

o c. Les solutions de (F') sonty = Acos2t 4+ psin2t + ¢sin2¢. 2(0) = A =0, et 2/(t) =
2p cos 2t + sin 2t + 2t cos 2¢ quand A = 0, donc 2/(0) = 2 = 0. Ainsi z(t) = tsin 2¢.

T ™ ™ T
o d.z (Z + mr) = (Z + mr) sin (5 + 2n7r) =1 + nm, qui tend vers +oo quand n tend vers

+o00. La fonction z n'est pas bornée : les oscillations grandissent sans limite. C'est la
résonance.



