n:d Corriges detailles

TERMINALE S - CHAPITRE 5 - CALCUL INTEGRAL

Chaque résultat a éte veérifie par calcul formel. Les rappels de méthode sont en italique.

Exercice 1

On écrit une primitive entre crochets, puis on calcule « borne du haut moins borne du bas ».

2 2
1./(3:1:2—2:1;+1)da::[:1:3—w2+m} 1:(8—4+2)—(—1—1—1):6+3:9.
1 -

0 24 221
7. / (2® — z)dz = [Z — ] =0—(4—2) = —2. La borne du haut est 0.
2

™ ™
8. / sinz dr = { — cos x} = —cosm+ cos(—m) =1—1=0. Les deux arches, I'une au-dessus
—T —T

de l'axe, l'autre au-dessous, se compensent.

Exercice 2

Partie A

3 3
1. / 2z +1)dx = [xZ + x]o = 12. La fonction z — 2z + 1 est positive sur [0; 3] : I'intégrale est
0

(14+7)x3

I'aire du trapéze de bases f(0) = 1 et f(3) = 7, de hauteur 3, soit =12 u.a.

2.Siy=+v9—22% alorsy > 0ety® =9 — 2, donc 2 + y> = 9, c'est-a-dire OM = 3. La courbe de
g est le demi-cercle de centre O et de rayon 3 situé au-dessus de |'axe des abscisses. Comme
g > 0, les intégrales sont des aires :

3 mx3% Or 3 97
/ V9 —zdz = =— / V9 — 22dz = — (un quart de disque).
-3 0

2 2 4 (

3.1u.a.=2x1=2cm? donc l'aire du trapéze vaut 12 x 2 = 24 cm?.



Partie B

1.

2.

a.F(O):/OO LY

1+¢2
b. La fonction ¢t — 1

> est continue sur R. D'aprés le cours, F est sa primitive qui s'annule
1

1+a2
c. F'(z) > 0, donc F est strictement croissante sur R. Comme F(0) = 0: F(z) < 0 pour z < 0,

et F(z) > 0 pour z > 0.

en 0 : F est dérivable sur R et F'(z) =

La position z(t) est une primitive de la vitesse. Le déplacement vaut

/3(3t2 —2t)dt = {t?’ _ tﬂj =(27-9)—(1-1)=18m.

Exercice 3

1.

N

N

al

N . 1
. Sur [1;2], 3 croit de 1 a 8, donc N

5 2 5
a. Relation de Chasles : / f= / f +/ f=3-1=2.
0 0 2

c./50(2f 3g (/f 3/ ) —(4-12)=8.

]z —2] =2—=xsur0;2] et |x — 2| = = — 2 sur [2; 3]. Par Chasles :

3 272 2 3
3 5
/|a:—2|da::[2w—m—} +[m——2w] :2+<——+2):—.
0 % polulig ’ 2 2

.f(1)=1et lim (2z — 1) = 1: f est continue en 1 (et sur [0;2]). Par Chasles :

z—1t

}2 1 7
1 3 3

2 1 2 1
f(a:)da::/wzdw+/(2w—l)dw:—+[w2—w
0 0 1 3

1 1
/ (2¢” — 32%) do = [2627—1133} =(2e—-1)—2=2e-3.
0 0

.a.Sur [0;1], > —z = z(x — 1) < 0, et les bornes sont dans I'ordre croissant : I'intégrale est
négative (elle vaut —g).

2 1 2
b. Sur [1;2], Inz > 0, donc / Inzdz >0, et/ Inzdz = —/ In z dx est négative. Attention a
1 2 1

['ordre des bornes.
1

décroit de
1+ 23

IN

< —. L'inégalité de la

N | =

l\DIl—\
@In—\
NN

+ 23
moyenne, avec b — a = 1, donne le résultat.

.a.Sur [0;1],0 < z? <1,donc1< e < e (exp est croissante). On intégre sur un intervalle de

longueur1:1< J <e.

1
b. Sur [0;1], 2 < z, donc e*’ <e? etJ< / edr=e—1~1,72. Finalement1 < J <e—1.
0

. Les bornes sont dans I'ordre croissant, et | cos(10z)| < 1:

) . 1 1 1
/ cos(10x) dm’ < / | cos(10)| de < / d_w = [ln(l + .’L‘)] =In2.
0 1+(17 0 1+$ 0 1+$ 0




Exercice 4

On reconnait une forme du tableau de la lecon 3, en ajustant une constante.

1 1
1. z(z* +1)* = 5 % 2z(x? + 1)3, forme v'u® : / e(z?+1)%de = =
0

1
) zdx 1 1 In2
2.Forme L avecu=22+1>0: :—[1 2 1] = .
- u=x*+ /05”2+1 2n(:z:+)0 5
z—171 —
3/le2z_1dac: et :e—e1
3 > |, 5
1 1 u’ ¢ dz e
4. = —%— forme — avec u =Ilnz > 0 sur [e;e2]:/ :[ln(lnaf:)} =In2—-Inl=In2.
zlnz Inzx U . zlnz e
i ! 1[5 si
5. Avec u = cosz > 0 sur [0; g],%:—%, dont une prlmltlveest—:/ Smf dr =
cos” x U u Jy cos‘w
1 15
[ ] =2-1=1.
COS T 0
3 :.04 2 1
6. Forme v/u® aveCu:sin:c:/ coszsin® z dx = S T ==,
0 4 |, 4
u 3 dx 3
7.Forme — avecu=x+1: :[2\/:1:+1] =4-2=2.
\/ﬂ o Vx+1 0
8./14[sin2:1:al:z:—/ﬁf —I_COS(2$) dx = [f_sin(2ac)]% :E_l.
0 0 2 2 4 |, 8 4
2 2 2 2
9.Pourx>0,w:m+l+l:/ <m+1+1)dx:[w—+x+ln:c] —(4+In2)- >
T z Jq T 2 1 2
5—|—l 2
- niasz.
2
Exercice 5

On choisit pour u le facteur qui se simplifie en dérivant : le polynéme, ouln .

l.au=z,vV=e®;0=1v=—7:

1 1 1 2
/ :ce*md:z::[—:ce*‘”] +/ efxd:r:—efl+(1—e*1):1——.
0 0 0 €

b.u==z v =cosz;u =1, v=sinz:

3 ) z 1 -
rcoszdr = [msmm} — sinzdr = — — 1.
0 0 0 2

2
C.u:lnx,v':w;u’:%,v:%:

€ x2 ¢ ex e2 e2—-1 e€e2+1
1 d = _1 - _d = — — = .
/1““: [2”]1/12:” 2 1 1

du=lnz,v=1;4 =1,
€T

V=T

2 2 2
/ Inzdx = [wlna:}l—/ lde =2In2 — 1.
1 1



2. Premiére intégration par parties : u = 22, v’ =sinz ; ' = 2z, v = —cos <z :

/x2sinxd$:[—m2cosm] +2/ a:cosa:da::7r2+2/ zcoszder.
0 0 0 0

™

T (s
Seconde :u =z, v':cosm:/ rcosxdr = [msinx} —/ sinzdxr =0—2=—-2.Donc
0 0

0

s
/ z’sinzdr = n° — 4.
0

T T
3.a.u=sinz, vV =¢€%;u =cosz,v=¢€":1 = [e’”sinm] —/ e“cosxdr=0—J=—J.
0

™

b.u=cosz, vV =¢€*; v

= —sinz,v=¢€":J = [excosw} +/ e“sincdr = (—€" — 1)+ I.
0

0
c.Onremplace Jpar —I:—I=—-1—¢e"+1,donc2l =1+¢€":

1+e™ 1+e™
= J:— .
2 2

I



Exercice 6

3 :1:3 3
1.a./ (z* — 2z) dz = [——:z:?] =9-9=0.
0 0

2 3
b.f(a:):w(a:—Q):ngsur[O;2]etngsur[2;3}.Or/f:§—4:—§et/f:O—
0 2

4 = 4 L'aire vaut
3/ 3

4 4 8
A=-+-=-ua.
3 3 3
L'intégrale est nulle parce que la partie sous |'axe est comptée négativement et compense
exactement la partie au-dessus. L'aire, elle, compte les deux positivement.
2az’=z+4+2 < 2?-2-2=0<+= z=-1louz=2.Et(z+2)—2 =—(z+1)(z—2) >0
sur [—1;2] : la droite D est au-dessus de P entre ces points.

b.
2 2 31 10 7N 9
= 2 — 2 S LTI VS . AU (NN I
A /_l(a:+ z%) dx [2 + 2z 3]_1 3 ( 6) 2ua

c.lua.=1x2=2cm? donc A=9cm?
3./z=2% < z=00uz=1(sur|0;+oo]), et z? < ,/z sur [0;1]. Donc

Az/ol(\/i—mz)dm: [gw\r—""?’]::;_ L

1
— - = - ua.
3 3 3

Exercice 7

1.Pourz >0,z >0ete ® > 0,donc f(z) > 0 (nul seulement en 0).

A = [—xeﬂr

A
+/ eCder=-de+1l-et=1-(A+1)e "
0 0

3.Comme f >0, A(\) est I'aire, en u.a., du domaine limité par C, I'axe des abscisses et les
droitesz =0etxz = X. Ona A(2) =1 — 3e 2 ~ 0,594 u.a. Avec une unité de 2cm, 1 u.a. = 4

cm?, donc l'aire vaut environ 2,38 cm?.
4. Par croissance comparée, Ae * — 0, ete * — 0. Donc Jim A(X) = 1. Le domaine est illimité
—+00

vers la droite, mais son aire « tend » vers 1 u.a.

5.Pourz >0,e*<1,doncze* < z:ladroite est au-dessus de C. L'aire vaut

[@-eeyae=g-am=3-(1-2)=2-

soit environ 0,94 cm?.

~ 0,236 u.a.,

N



Exercice 8

l.a.S(z)=m (2-1— 3)2.

5
- 5 3
b. Forme f(az + b) : une primitive de (2 + §)2 est 3 (2 + g) . Donc
10 9 9
V:w/ (2+%) dz=mx 2(43—23) _ 2807 203,92 em?,
0

soit environ 29,3 cL.

22\ 422 6422 4 6
2.5(z) = (?) = % doncV = / % dz = s X3~ 32 u.v. Vérification : B = 4% = 16 et
Bh 16 x6 ’
— = = 32.
3 3
T : ™ 2
3.V:7r/ sinwde — x| 2 STy g5,
o 2 4|, 2

4.V(a)=m d—mzw[—l} :71'(1—l ,et lim V(a) =m.

1 a—-+00

z
R—h 3R
2R3 R—h)3 h2(3R — h
V=n ——R2(R—h)+¥ — 2 (3RR? — 1) _ THBR—h)
3 3 3
2
Pourh—2R:V — w - %wR‘"’, le volume de la boule.
Exercice 9
2 _ 3 . HVH . 1 2
l.a.(1-t+t)(1+t)=1+t>>1pourt>0;endivisantparl+¢t>0: 1 <1—t+t.
1
1-t)(1+t)=1—-¢t2<1,doul—¢t<—.
CEDICER) < <1 .
b. Soit z > 0. On intégre entre 0 et z (bornes dans I'ordre croissant). Comme / i =
0

x), on obtient
132 IL’2 133
-2 <m@a <o — 4.
z— 5 < n(l+z) <z 5 + 3
c.Pourz =0,2:0,2 — 0,02 = 0,18 et 0,18 + %3 ~ 0,18267. Donc 0,18 < In(1,2) < 0,1827,

encadrement d'amplitude 0,0027 < 0,003. La calculatrice donneIn(1,2) ~ 0,1823.

T T
2.a.Pourtzo,etZLPoura;ZO:/ etdtZ/ 1dt, soite* — 1 > z.
0 0
. e 1132 . iL‘2
b.Pourth,et21+t.OnlntegreentreOetw:ez—l2x+?,d'ouezz1+:z:+5.

Et

In(1+



Exercice 10

1. fl(z) = 2z e @ <0sur [0;1] : f est décroissante.

2. Ry = 0,25 x (1 +0,9394 + 0,7788 + 0,5698) = 0,25 x 3,2880 = 0,8220 et R = 0,25 x (0,9394 +
0,7788 + 0,5698 + 0,3679) = 0,25 x 2,6559 ~ 0,6640.
Sur chaque intervalle [zx; zx11], f décroit, donc f(zx+1) < f(z) < f(xk). L'inégalité de la

Th+1
moyenne donne h f(z;.1) < / f < h f(zx). En additionnant (relation de Chasles) : R, <
Tk

I < R,, soit 0,6640 < I < 0,8220.

0,8220 + 0,6640
3.7 = 2 '; ’

2,9949 ~ 0,7487.

— 0,7430 et My = 0,25 x (0,9845 + 0,8688 + 0,6766 + 0,4650) = 0,25 x

4.|Ty — I| ~ 0,004 et |[My — I| ~ 0,002 : ici, la méthode des tangentes est la plus précise, celle des
trapézes la suit de prés. L'encadrement par les rectangles (0,664 < I < 0,822, amplitude 0,158)
est bien meilleur que celui du cours (0,632 < I < 1, amplitude 0,368).



€D Exercice 1

2 212
1.a.M:/ 2+ 2)dz = [2m+%] = 6 kg.
0 0

2 317 20 20/3 10
b. / z(2+ z)dx = {xz + :1:_] = —,donc zg = —/ = — =~ 1,11 m. C'est un peu plus que le

0 31, 3 6 9
milieu (1 m) : la tige est plus lourde du c6té de = = 2, ce qui est cohérent.

2 3 412
2z T 16 28
c.J= 2(2 dr = |—/— +=| == +4= = ~9,33kg'm>.
/0 z*(2+4 z)dx [ 3 + 1 ]0 3 + 3 ;00 Kg
05 5 1,2 1,22 ML?> 0,5 x 1,44
2. u=— = —ka/m etJ = 2de = = = ’ = 0,24 kg-m?.

H=12" 12 g/m, /0 pridr=px — 3 3 24 kg

4 2 16
3.a A= | Vzdr=|-z\/x| = — u.a.
0 3V, T 3

4 4 4
2 64 3 64 12
. dx = Sde = |223| = — N
b/ow\/Em /Ow T [5.’1: L 5,donc:rrg 16>< 5 5

4 4
2 1 3 12 3
dx = dr=8,d = 8=—AinsiG|—;- ).
/0 (vVz) dz /0 zdz =8, donc yg = o~ * 8 = 7. Ainsi (5 ,4>

=

€K Exercice 12

16 4 16 . .
% 3 =3 On cherche c tel que v/c = % ‘e = n ~ 1,78, qui est bien dans

T, 1 « 1 . . )
2.p=— sin“zdr = — x — = = (calcul de I'exercice 8, question 3).
™Jo ™ 2 2

Uoat 1 Pdu In3

3.au=2t+1,dt=% yvadela3: | — == —=—".
w=at+ L 20 Y 0o 2t+1° 2/ w2

du X 32t 1 ! U 1 ' u 6_671
b.u=3-2tdt=—-%,uvadela—-1: e dt = —= e'du= - e'du = .
1 1 1 2 1 -1 2
c.u:2t1,uvadelélz/ (2t1)5dt:%/ u’ du = 0, car u — u® est impaire.
0 -1

4.a.z — z’sinz est impaire : I'intégrale vaut 0.
1

1
. . . 2
b.meestlmpalreetxHa;“estpalre:/ (a;4+m)dx:2/ m4dw+0:g.
0

-1

S.Avecu=m—t:t=m—u,sint =sin(mr — u) = sinw, dt = —du, etuvade 7 a0.
0 T T
I:/(ﬂ'u)sinu(du):/ (W—u)sinudu:W/ sinudu — I.
T 0 0

Yy
Comme / sinudu = 2, on obtient 2I = 2x, donc I = «w. On retrouve le résultat obtenu par
0

intégration par parties dans le cours.

2 2 4
6. Déplacement : / (6t — 3t*) dt = [31&2 - t?’h =12 -8 = 4'm. Vitesse moyenne : - = 2 m/s.
0



€& Exercice 13

s

z i3 2 1 2
1. cos®’xz = cosz (1 —sin’ z) = cosx — coszsin’ z : / cos® zdx = [Sin:r: - su; x} =1- 3°3
0 0
i 2 in(2z) 77 1
2_/ L+cos(2z) o [z sin(z)]® 7 L
0 2 2 4 |, 84
3.sin'z = 1 cc2)s(2w) = 1 2COS(2Z) +cos (2$), et cos?(2z) = 1+ cos(dz) C;S(4m), d'oUsin’z =
3—4 2 4
cos(2z) + cos( ac) Donc

8

/” sint 2 do — [?%v _ sin(2z) N sin(4m)]7r _3m
0

cosz + cos(3x)
2

4. cos(2z) cosz =

cosz — cos(5x)
2 0

5. sin(2z) sin(3z) =
2

g.
2 3

6. sin” x cos 2

z = sin’z (1 — sin® z) cosz = cos z sin

3

z -3 s 5,135
2, 3 sinz sin’x 1
sin® z cos® zdxr = — = - —
0 3

4 32 [, 8

: 1 in(3z)]% 1 1\ 1
:/0 cos(2x)cosxdw:§ [Sinersmg m)]o =3 (15) =3

: / " sin(22) sin(32) dz — : [sin:c _ Sin(‘r"”)} Pl (1 _ 1) _

z — cos zsin* z, formes «w/'u™ avec u = sinz :

1
5 1, 5 15



