n:d Corriges detailles

TERMINALE S - CHAPITRE 4 - SUITES NUMERIQUES
Chaque résultat a éte veérifie par calcul formel. Les rappels de méthode sont en italique.

Exercice 1

1)(2 1
:|..Ol’ln0'(e'P(n):«12_|-22_|_..._|_n2:n(njL )6( n+ )».
1><2><3_
5 =
Ve ra oy ¥ . . 1 2 1
o Hérédité. Si P(n) est vraie, alors 12 +--- + n? + (n+ 1)? = n(n+1)(2n +1)

6
(n+1)(n@2n+1)+6(n+1)) (nt D@’ £ +6) oo f o (n+2)(2n + 3)

(n S Dt 20+ 3) 6
= n; = , qui est bien la formule au rang n + 1.

o Conclusion. La formule est vraie pour tout n > 1.

o Initialisation. Pourn =1:12 =1 et 1.

+(n+1)?=

On obtient

2.0n note P(n) : « 4" — 1 est divisible par 3 ».
o Initialisation. 4° — 1 =0=3 x 0.
o Hérédité. Si 4" — 1 = 3k avec k entier, alors 4" — 1 =4 x4" —1=4(4" — 1) + 3 = 3(4k +
1), qui est divisible par 3.
o Conclusion. 4" — 1 est divisible par 3 pour tout n € N.
3. Comparaison de 2" et n?.
o a.Pourn=3:2%=8<9 =232 I'inégalité est fausse. Pour n = 4: 2% = 16 > 16 = 42, elle est
vraie.
o b.2n?— (n+1)?=n?-2n—1=(n—1)2—-2.Pourn >3, (n — 1) > 4, donc 2n? — (n +
1)2>2>0,et(n+1) < 2n%
o c. L'initialisation se fait au rang 4, pas au rang 0. Pour n = 4, c'est la question a. Si 2" > n?
pour un entier n > 4, alors 2"t = 2 x 2" > 2n? > (n + 1)% d'aprés la question b. Donc 2" >
n? pour tout n > 4.

4 1 % 1 % L On conjecture que 1
LU= S, U= =, U3 = = -, Uy = ——.
1
o Initialisation. up =1 = ——.
0 0+1
1 1 _1 1
o Hérédité. Siu, = ——, alors u,; = —2H— = 20 —
n+1 I+ o nt2

o Conclusion. u, = L pour tout n € N.
n+1



Exercice 2

1. Avec u, = n? — 5n + 1.

°© @ Upyr —up=m+1)*-5n+1)+1—(n*—5n+ 1) =2n — 4. Ce nombre est négatif pour
n € {0;1}, nul pour n = 2 et positif pour n > 3.

o b. La suite décroit de ug a us (ug = 1, u; = —3, us = —5), puis elle est croissante a partir du

rang 2 (u3 = —5, ug = —3...). Son plus petit terme est uy = ug = —5. La fonction z — z* —
5z + 1 a son minimum en 2,5, qui n'est pas un entier : le minimum de la suite n'est pas
f(2,5) = —5,25.
2n —1
2. Avecv, = .
n+3
o a.vn+1_vn:2n—|—1_2n—1:(2n+1)(n+3)—(2n—1)(n—|—4): 7 S o.
n+4 n+3 (n+3)(n+4) (n+3)(n+4)

La suite est strictement croissante.
7 2(n+3)-7 ~2n—1

7
o b.2-— = = = v,. Comme >0, on awv, < 2. La suite est
n+3 n+3  nt3 " n+3 "
croissante, donc v,, > vy = —3
2
3. Avec w, = Z_”
o a 1 _1 9 _1 25
-w1_21w2_ rw3_81w4_ 1w5_32-
. - 1) 2r 1)2 .
o b. Les termes sont strictement positifs et Wnil _ (n+1) X — = M Ce quotient est

Wy, on+1 n2 In2
inférieur ou égal a 1 si et seulement si (n + 1)? < 2n?.
o c. D'apres I'exercice 1, question 3.b, (n + 1)2 < 2n? pour tout n > 3. Donc w,+1 < w, pour
n > 3 : la suite est décroissante a partir du rang 3. Elle ne I'est pas avant : wy < we < ws.
2 1 4 1
4.tg=cos0 =1, t; = cos o 5 ts = cos?7r = 5 ts = cos(2mw) = 1. Pour tout n, t,,.3 =

2
cos (% + 27r) =t, : la suite est périodique de période 3. Elle n'est pas monotone : ¢; < tp

mais t3 > to.

Exercice 3

2

omn?

1. Fonction rationnelle : on garde les termes de plus haut degré. u,, a la méme limite que

3 La limite vaut 3
2° 2°
(n*+n) —n?

\/m+n B

2. Forme oo — oo avec une racine : expression conjuguée. u,, =

1 . . 1
n = . La limite vaut 5.

n(dl—i—%—i—l) 1+2+1

. n—2 n+ 2 . .
3.Comme -1 <sinn<1: p——] < u, < —— Les deux suites qui encadrent tendent vers 1. Par

le théoreme des gendarmes, la limite vaut 1.

4. Comme (—1)"n > —n:u, > n? —n = n(n — 1), qui tend vers +oo. Par minoration, la limite
vaut +oo.



5.u, = 2ne "+ e ™. Par croissance comparée, ne " — 0, et e ™ — 0. La limite vaut 0.

1
6. < ———, qui tend vers 0. La limite vaut 0.
"U/n’ — n2 + 11 q

7.u, =1In 2nt1l =In (2 + l) Comme 2 + 717 — 2 et que In est continue en 2, la limite vaut In 2.
n n
Exercice 4
Partie A
1 1 1 2 2 1 3
1_ = -, = - -_—— -, = — _—= -,
Si=gd=gtg=pS=3tp =]
1
2.58,.1 — S, = ——— > 0:la suite est croissante.
n+1 n (n T 1)(n T 2) > ul |
1 1 1
3. Initialisation. S; = — = ———. Hérédité. Si S, = ——, alors S, = —— + -
2 1+1 n+1 n+1l (n+1)(n+2)
n(n+2)+1 (n+1)2 n+1

= = . La formule est vraie pour tout n > 1.
mtDn+2) m+Dn+t2) nt2 P =

4.8,=1—

—— < 1:la suite est majorée par 1. Elle est croissante et majorée, donc

convergente, et lim S,, = 1. /ci on connait la limite exacte, ce qui est rare : le théoreme des
suites monotones donne d'habitude seulement 'existence.

Partie B
1.Pourl <k <n vk < v/n (la racine carrée est croissante), donc L > 1
. <k<n, < - N
L , 1 1
2.T, est une somme de n termes, chacun supérieur ou égal a % Donc T}, > n x % = \/n.

3. v/n — 400, donc, par minoration, lim 7;, = +oo. La suite n'est pas majorée : sinon, croissante
et majorée, elle convergerait.

Exercice 5

l.uypg=wus+7r,donc7r =21letr =3.Puisug =u3 —3r=—-2etu, =3n—2.0nawugy =88, et s

—2 488
compte 31 termes : S = 31 x TJF =31 x 43 = 1333.
. 2 2
2.4 = v1 ¢%, donc ¢® = 27 et g = 3. Puis vy = —= — getvn =3 % 3" =2 x 3" ! Lasomme S
q
. 1-3°
compte 6 termes, de premier terme v; =2: 8 =2 x =30 _-1="728.

1-3



3. Limites des suites géométriques.
o a.—-1< —-0,7<1,donc (-0,7)" — 0.

o b.2" —3"=3"((2)" — 1). La parenthése tend vers —1 et 3" — +oo0. La limite vaut —oco.

2 n
- . . . z) +1 -
o c¢. On divise numérateur et dénominateur par 5" : if’)—(l)n La limite vaut 1.
—\5
! 1 - (%)n+1 3 1\n+1
o d.C'estlasommel+gq+---+q"avec ¢ = 1 : elle vaut ——35— = 3 (1— 1) ).La
3
limite vaut g

4. On « prend le In » : la fonction In est strictement croissante. Attention, In 0,95 < 0 change le
In0,01

In 0,95

sens de l'inégalite. 0,95" < 0,01 <= nln0,95 <In0,01 < n > ~ 89,78. Le plus petit

entier est n = 90. Contrdle : 0,95% ~ 0,0104 et 0,95 ~ 0,0099.

Exercice 6

1.u; = 0,9 x 500 + 80 = 530 et us = 0,9 x 530 + 80 = 557. Chaque année, il reste 90 % des
adhérents, soit 0,9 u,,, auxquels s'ajoutent 80 nouveaux : u,.1 = 0,9 u, + 80.

2. Upt1 = Up+1 — 800 = 0,9 u,, + 80 — 800 = 0,9 u,, — 720 = 0,9(w,, — 800) = 0,9 v,,. (vy,) est
géomeétrique de raison 0,9, de premier terme vy = 500 — 800 = —300.

3. v, = —300 x 0,9", donc u,, = v, + 800 = 800 — 300 x 0,9™.
4. Upiq —up = —300 x 0,9"" + 300 x 0,9" = 300 x 0,9"(1 - 0,9) = 30 x 0,9" > 0. La suite est
strictement croissante.

5.0<0,9<1,donc 0,9" — 0 et limu, = 800. Selon ce modéle, le nombre d'adhérents se
rapproche de 800. Il ne I'atteindra jamais, car u,, = 800 — 300 x 0,9" < 800 pour tout n.
In3

_n,

6.u, > 700 < 300 x 0,9" < 100 <— 0,9”<% <= nln0,9< —1n3 < n > ~ 10,43

.Doncn =11:en2037. Contréle : u;y, ~ 695,4 et u;; =~ 705,9.

Exercice 7

1. On cherche la limite de « l'intérieur », puis on utilise la continuité.

o a.9+ % — 9 et la racine carrée est continue en 9 : la limite vaut 3.

o b.—1+ (3)" — —1etexp est continue en —1: lalimite vaute * =

SRR

n+1
o C.
n

2. Avec f(z) = /3z + 4.
o a.u; = V4 =2, uy =10 ~ 3,162, us = v/3v10 + 4 ~ 3,672.

o b. La courbe de f part du point (0;2) et coupe A au point (4;4). Le tracé forme un escalier
qui monte vers ce point : on conjecture que (u,) est croissante et converge vers 4.

=1+ — — 1etlnestcontinue en1:lalimite vautlnl = 0.
n

o c.Sif(z) ==z alorsz >0et3z+4=zx? soitz? — 3z —4=(z—4)(z+1) =0. Comme z >
0, z = 4, ce qui confirme la conjecture sur la limite.



6
z+1

3. Avec g(z) =

(=)

42 6 78

6
°© a.v; =6,v3 == V3= 3 = 75,04 = 55 = =¢-
T

7’
o b.Non: v > vy mais vy < v1.

o c. La fonction g est décroissante : le tracé forme un escargot qui tourne autour du point
d'intersection de la courbe et de A. On conjecture que la suite converge vers I'abscisse de
ce point, ses termes étant alternativement au-dessus et au-dessous. Sur [0; +o0o[, g(z) =
r < z(z+1)=6 < 22 +z-6=0 < z =2 (laracine —3 est rejetée). On
conjecture donc limv,, = 2. La conjecture est exacte ; sa démonstration n'est pas
demandée ici.

Exercice 8
Partie A
1. f!(z) = Az +3) - (4290 +2) 10 > > 0: f est strictement croissante sur [0; +oco[. On a
) (x + 3%0 (x+3)
O)==-etf(2)=—=2.
FO)=3etf(2)=~

2. Initialisation. uy = 0 € [0;2]. Hérédité. Si 0 < u, < 2, alors, f étant croissante, f(0) < f(u,) <
. 2
f(2), soit 3 < Upr1 < 2,donc 0 < uypp < 2.

3. Initialisation. uy = 0 < u; = 3 Hérédité. Si u, < u,., alors f(u,) < f(u,.1), c'est-a-dire
U1 < U, 2. La suite est croissante.
4. (u,) est croissante et majorée par 2 : elle converge vers un réel £ tel que 0 < £ < 2. La fonction

f est continue en £, donc f(£) = £: 46 +2 =£(£+ 3), soit £ —£ — 2= (£ —2)(£ +1) = 0.
Comme { > 0, limu, = 2.

Partie B
. . 4 2—2u, — 6 2 -2
1. On exprime u,.1 — 2 etu,,.1 + 1 en fonction de u,. uni1 — 2 = Un + Un = (un )et
duy + 2 3 5(u,+1) 2(up — 2) g t? vt
Up + 2 +up + Up + Unp — , P
n 1= = .Donc v, 1 = ———m= = - v, : (v,) est géomeétrique
Unt1+ , i3 w3 Untl = pro gy g Un (vn)estg 9
raison —, av =~ =
de raiso £ avec vy 01
2\" ) 2
2. v, = —2 <E> . De vy (u, + 1) = u, — 2, on tire u, (1 — v,) = 2 + v, donc u, = 1+U" =
—u,
277,
2—2(5)_
1+2(3)"

2
3. (%)n — 0, donc limu,, = 1= 2, comme dans la partie A. Contrdle : la formule donne u; =
2-% 2
5




Exercice 9

1. f'(z) = —ﬁ < 0: f estdécroissante sur I. Donc f(I) = [f (3) ;£ (3)] = [g : g] c

[% ; %] Comme uy = 1 € I et f(I) C I, une récurrence immédiate donne u,, € I pour tout n.

2.Pourzel:f(z)=z << 3=z(z+2) < 2?+22-3=0 < (z—1)(z+3)=0.Seull
estdans 1.

5 3 3 12
3.Pourer,m+22§,donc (@)= ——=5 <5 =2 < 3.

(z+2)2 ~ 2 5

4. u, et 1sontdans I, et f(1) = 1. L'inégalité des accroissements finis donne |f(u,) — f(1)] <

N =

1 . 1 , 1 1 .
= |Un — 1}, n+1l — > 7 |Up — 1. : - =5 = = ' n >~
5 |up, — 1|, s0it |upi1 — 1] < 5 |un, — 1|. Par récurrence : |up — 1 5 (2) etsi|u, — 1| <
i 1 1 n+l 1 n+2
(1), alors |u,,; — 1] < 5 ¥ (§> =3 )
5. ()" = 0, donc limu,, = 1.
6. (1) <10 « 271 > 1000, ce qui est vrai dés que n + 1 > 10 (21° = 1024). Pour n = 9,
34446
Uy = g N 1,00003 est une valeur approchée de 14 1073 prés. L'écart réel est bien plus petit

que la majoration : la méthode donne une garantie, pas I'écart exact.

Exercice 10

1. h(z) = —sinz — 1 < 0 sur[0;1] (car sinz > 0 sur [0;1]). h est continue et strictement
décroissante, avec h(0) =1 > 0 et h(1) = cos1 — 1 < 0. D'apres le théoréme de la bijection,
I'équation h(z) = 0, c'est-a-dire cos z = z, a une unique solution o dans [0;1]. A la
calculatrice, h(0,73) ~ 0,015 > 0 et h(0,74) ~ —0,0015 < 0, donc 0,73 < a < 0,74.

2. Le cosinus est décroissant sur [0;1] (car [0;1] C [0;]), donc I'image de [0;1] est [cos1;1].
Comme cos 1 ~ 0,54 > 0, cette image est contenue dans [0;1]. Puisque up = 0 € [0;1], une
récurrence donne u,, € [0;1] pour tout n.

3.|cos'(z)| = |sinz| = sinz sur [0;1]. Le sinus est croissant sur [0;1], donc sinz < sin 1.

4. L'inégalité des accroissements finis, appliquée entre u,, et a (avec cosa = a), donne |u, 1 —
al < (sinl) |u, — af. Par récurrence, |u, — a| < (sinl)"|up — a| = (sin1)" a < (sin1)”. Comme
0 <sinl <1, (sinl)" — 0 etlimu, = a.

5. (sin1)" < 102 = n > 2001
In(sin1)

a a 1072 prés. On trouve a ~ 0,739.

~ 26,7. A partir du rang 27, u,, est une valeur approchée de



Exercice 11

1. Suites de référence et croissance comparée.
n 3

. i 2 n
o a. Croissance comparée : — — o0, donc on 0.
n
Inn

o b. — 0 (croissance comparée avec a = %), et le cube d'une suite qui tend vers 0 tend

ns3
vers 0. La limite vaut 0.

10

gn _ pl0 3\" 1-12- . 1-0 3\ 7 I
oc.——=(=] x . La fraction tend vers —— =1 et (2)" — +oo0. La limite vaut
2n +n? 2 1+ 1+0

—+o0.

o d.n!% x 0,9” est de la forme n®b" avec 0 < b < 1 : la limite vaut 0.
Inn . ..
o e.nt =e".0Or — — 0 et exp est continue en 0. La limite vaut 1.
n

2. On écrit chaque terme sous la forme f(u,) avec u,, — 0.

2 In(1+ X 2
o a. (1+2)" =) etnln (1 + —) =2x % avec X = — — 0. L'exposant tend
n n
vers 2. La limite vaut e2.
1 eX -1
o b.n (en — 1) = avec X =1 — 0. Lalimite vaut 1.
X n
1 1 1
° c.y/nln <1 + —> =— xnln (1 + —). Le second facteur tend vers 1 et le premier vers 0.
n Vn n
La limite vaut 0.
2 in X 2
o d.nsin= =2 x 2o avec X = = — 0. La limite vaut 2.
n n
5
3. Avecu, = —.
1,5"
5 n 5 5
oa_u"H:(nJrl) ><1’5 :L ntl :i 14_1 .
Up 1,57+l n® 1,5 n 1,5 n
1
o b.up <wu, = (1+%)5§ 15 < 1+1 <155 <= n>——— ~11,8. Donc (u,)

1,55 —1
est décroissante a partir du rang 12.

o c. Croissance comparée : limu, = 0.

o d. De u; a uy, la suite croit (u1g ~ 1734), et elle croit encore jusqu'a u2 =~ 1918. La
conjecture de I'éleve est fausse : la suite finit par décroitre et tend vers 0. Les premiers
termes ne suffisent jamais a conclure.

Exercice 12

Partie A
1 1+z)—= 1 1 x .
1. K(z) = o = - = > 0: h est croissante sur [0; .
W= (1+z)? 1+z (1+z)? (1+z)? " [0 o0
1 .
K(z) =1- = —2_ > 0:k est croissante sur [0; +oo].

1+ 14+



2. h(0) = 0 et k(0) = 0. Comme ces fonctions sont croissantes, h(z) > 0 et k(z) > 0 pour z > 0,
T
i —— < In(1 <z
ce qui donne Tra S n(l+z) <z

PartieB

1. ¢'(z) =1 T (2 o (142 L orn(i)=m(1+l i -
.pz) =1n = x 1+%—n - PR - =In = 1+%—

1 1
In (1 + —) T Donc ¢'(z) = h () > 0 et ¢ est croissante. Comme w,, = e#(") et que exp
X X

est croissante, (u,) est croissante.
2. D'apres I'exemple 19 du cours, lim u,, = e.

3. (up) est croissante, donc u, > u; = 2. Elle est croissante et converge vers e, donc u, < e pour
tout n.

PartieC

1
1.vn:un(1+—>,aveCun—>eet1+%—>1.limvn:e.
n

1 —L 1 1 1
2. ! = 1 - ]_ L = 1 - - = — — < .
Y'(z) ln(er>+(:7c+)><1Jrl ln<+w) - k<m>_0 Donc 9 est

T

décroissante, et (v,) = (e¥() aussi. Une suite décroissante qui converge vers e Vvérifie v, > e
pour tout n.

1 3
3.u, <e<w,,donc0<e—u, <v,— U, = Uy (1+—> —un:% gf < —.
n n n n
3
4, — <1072 <= n > 300. Pour n = 300, ugy, ~ 2,7138 est une valeur approchée de e & 102 pres
n

(I'écart réel est d'environ 0,0045).



