n:d Corriges detailles

TERMINALE S - CHAPITRE 3 - LOGARITHME, EXPONENTIELLE ET PUISSANCES
Chaque résultat a éte veérifie par calcul formel. Les rappels de méthode sont en italique.

Exercice 1

1. On décompose chaque nombre en produit de puissances de 2 et de 3.

o a.18=2x3% donclnl8 =In2+ 2In3.

16 24 16
o b.§:§,d0ncln2—7:4ln2—3ln3.
1 1 1
o c.ln\/12:51n(22><3):5(21n2—|—1n3):ln2+51n3.
1 48
o d.ln48—ln6+an:1n6X4 =In2.

2. Simplifications.
o a.Pourz>0:A=(In3+1Inz)+ (Inz —In3) —2Inz = 0.

o b.Pourz >0,z +z=z(z+1)avecz >0etzx+1>0.Donc B=Inz +In(z+ 1) — In(z +
1) =Inz.

3. In est strictement croissante : on peut « prendre le In » des deux membres. 1,5" > 100 <—

In 100 In 100
mis' carlnl,5 > 0. Or mis

12. Contréle : 1,5 ~ 86,5 et 1,52 ~ 129,7.

nlnl,5 >In100 < n >

~ 11,36. Le plus petit entier est n =

Exercice 2

1.1faut2z+1>0etz+3>0,s0itD=]|—3;+00[.SurD:2z+1=2z+3 <= z =2, qui
appartienta D. S = {2}.

2. llfautz > 0 etz — 2 > 0, soit D =]2; +oo[. Sur D, I'équation s'écrit In (z(z — 2)) = In8, soit
x> — 2z — 8 = 0, c'est-a-dire (z — 4)(x + 2) = 0. Seul 4 appartienta D. S = {4}.

3.lifautz > 0etx+2 >0, soit D =]0;+oo[. Sur D, 2Inz = In(x?), et I'équation s'écrit 22 = z + 2,
soit (z — 2)(z + 1) = 0. Seul 2 appartienta D. S = {2}.

4. llfaut3 —xz>0etz+1>0,s0itD=]-1;3.SurD:3—z<z+1 < z>1.5=][13|.

5.1 fautz? — 1 >0, soit D =] —o0; —1[U]l;4+00[.SurD:2?2 -1 <3 < 2?2 <4 < -2<z<
2.Oncroiseavec D: S =] —2;—-1[U]1;2][.

Exercice 3

1
1. Forme oo — oo : on factorise par le terme qui l'emporte. lnx — 2z =z <H — 2). La
X

parenthése tend vers —2, donc la limite vaut —co.



1 . 1
2.Quand z — 0", Inz — —oc0 et — — +o00. Le produit Inz x — tend vers —oo. Ce n'est pas une
T i

forme indéterminée.

1 l1+zlnz ,
3. Forme oo — 00. — +Inx = —— . Le numérateur tend vers 1 (car zlnxz — 0) et le
r X

dénominateur vers 0*. La limite vaut +occ.

2 1 1
4. In(2z+1)—lnz=1In L In (2 + —>. L'intérieur tend vers 2 et In est continue en 2. La
€T T
limite vaut In 2.
S. l—n(l +32) =3 x —ln(13+ 3x). Avec X =3z — 0, l—n(l - X) — 1. La limite vaut 3.
T €T

1 1 In(1+ X
6. Avec X = —, quitend vers 0" : z1n (1 + —) = % — 1. La limite vaut 1.
r xr

Exercice 4

1. Dérivées.

o a.z?+2x+3=(x+1)2+2>2>0pourtout réel z : f; est définie et dérivable sur R, et

2z +2
/ —
fl(x)_ $2+2w+3’
L . 1
o b. Dérivée d'un produit. fy(z) =1 xIlnz+z x = —1=Inz.

T

. o 2
o ¢.Sur|—o0; 3], u(z) = 2z — 1 ne s'annule pas, et (In|u|)’ = — fi(z) = e

2. On reconnait une forme % ou u'u.
!

© a.g1=_avec u(z) = 3z + 1 > 0 : une primitive est G1(z) = In(3z + 1).
ul

o b.g = — avec u(z) =2 +sinz > 1 > 0: une primitive est Gy(z) = In(2 + sin ).

1 1
o c.g3(z) = - % Inz = v'vavec u = Inz : une primitive est G5(z) = E(ln z)2.
3. Ftude de f.

1
o a.En0": —2Inz — +oo etz — 0, donc f(z) — +o00. EN 400 : f(z) == (1—22), la
T

parenthése tend vers 1, donc f(z) — +oo.

2 -2 . P
o b. fllz)=1-=-= 22 du signe de x — 2 sur ]0; +ool. f est décroissante sur |0; 2] et
T T
croissante sur [2; +oo[, avec un minimum f(2) =2 — 21In2 ~ 0,61. On reporte +oo aux deux

bornes.

o c¢.Comme 2 < e et que In est croissante, In2 < Ine =1, donc f(2) = 2(1 —In2) > 0. Pour
toutz > 0, f(z) > f(2) > 0, c'est-a-dire 2Inz < z.

1
o d. M —1-22%2 1, puis f(z) — z = —2Ilnz — —oo. Branche parabolique de direction
T X

la droite y = = (méthode du chapitre 1).

Exercice 5



1. Simplifications.
o a. A— e2m+(1—z)—(z+1) — 60 - 1.
o b.Avec (a+b)?> — (a—b)2 =4ab: B=4e%e* =4e’ = 4.
1

2.C:eh‘3><e2ln2:3><(eln2)2:3><4=12. D:3——:3—1:§.
eln2 2 2

3. Equations et inéquations.

ca2r—1l=z+2 < z=3.5={3}.

o b.z?=4z-3 <= 22 —42+3=0 < (z—1)(z—3)=0.5 ={1;3}.

o c.OnposeX =e* >0.X*+X -6=0 < (X —2)(X +3) =0. Laracine —3 est rejetée

carX >0.e*=2 <= z=In2.5={In2}.

odl=el,doncel™@>el = 1-22>0 < z<1.5=]-00;3].
e.Avec X =¢e®: X? - 4X +3<0 «<— (X -1)(X-3)<0 «— 1< X <3.Donce’ <
e’ < e3,50it0 <z <In3. S=]0;ln3[.

[e]

[e]

f. Pour tout réel z,e* > 0> —2. S = &.

Exercice 6
4 e“+1—-4 e* -3
1.1- = = = .
il erl —er1 '@
2.En 400 :e* 41— +oo, donc e$+1—>Oetf(a:)—>1.En—oo:e“’—>0,doncf(m)—>0;+i):—3

. La courbe admet deux asymptotes horizontales : y =1 en o0 et y = —3 en —oo.

T 4 T
3. Avec la question 1: f'(z) = —4 x (— (ezi 1)2) = = i g > 0. f est strictement croissante

sur R, de —3 a 1 (valeurs non atteintes).
4. f(r) =0 < €* =3 < z =1n3. Comme f est strictement croissante : f(z) < 0 sur] —
oo;In3[ et f(z) > 0 sur]|ln3; +ool.

1-— 4 .
5. f(0) = H—i’:—letf’(o): n =1.Tangente:y=1x (z —0)— 1, soity =z — 1.
Exercice 7

e’ e’ -
1.e* — 22 =22 <—2 - 1>, et — — +oo. La limite vaut +oco.
xr xr

2. (3 +2)e ® = z3e ® + 2e . Les deux termes tendent vers 0. La limite vaut 0.

3. (z? + z)e® = z%e” + z e®. En —oo, les deux termes tendent vers 0. La limite vaut 0.

x z 2
4. 26— = 6—2 X f— Le premier facteur tend vers +oo, le second vers 1. La limite vaut +oo.
z2+1 z¢ z¢+1
63:2 -1 e?)x -1 X
5. =3 X Tyt etavec X =3z — 0, — 1. La limite vaut 3.
x x
eX —1

6. Avec X = l -0z (ei — 1) = — 1. La limite vaut 1.
r

Exercice 8



Partie A

1.En—c0:z+1— —coete ™ — 400, donc f(z) - —o0. En 400 : f(z) =xze ® + e 7, etles deux
termes tendent vers 0, donc f(z) — 0. L'axe des abscisses est asymptote horizontale a C en
+00.

2.fllz)=1xe 4+ (z+1) x(—e*)=(1—=z—1)e * = —ze *, dusigne de —z. f est croissante
sur | — oo; 0], décroissante sur [0; +-co[, avec un maximum f(0) = 1.

1
3. @ = <1 + —> e *. En —o0, la parenthése tend vers 1 et e — 400. Branche parabolique de
X X

direction I'axe (Oy).
4.f(-1)=0et f'(—1) = —(—1)e! =e. Tangente : y = e(z + 1).
5Fl(z)=—-e®—(z+2)(—e*)=(-1+z+2)e® = (z+1)e® = f(x). F est bien une primitive
de f.
Partie B

1.g=vu'e*avec u(z) = z?> —1: G(z) = e 1,

1
2.H(z) = 3 e3r 2,
!

3. k=" avecu(z) =e* +1> 0: K(z) = In(e” + 1).

u
1
4.m = u'u® avec u(z) = e +1: M(x) = 3 (¢" + 1)°.
Exercice 9
N\ 2 1 11 2
1.27%:(273) —32-9 167%= — = 32%:(32%) —922—4

1 1
Tr? X 3 1 1
= m7+%+3 = xl = .

2.

=
3.Pourz >0:z3 =8 < $lne =In8=3In2 <= Inz=2In2=In4 < z=4.5={4}.
Controle : 47 =23 =8
4. Dérivées.
o a. f'(z) = 21:%

3
o b. Dérivée deu™ :ru'u" 1. ¢g'(z) = 5 % 2¢ X (224 4)3 = 3zv/z2 + 4.
3 1
2

:_2m\/5'

T

1
o c.h(z) =z, donc i'(z) = -5
5. Limites.

o a. Croissance comparée avec r = % : la limite vaut 0.

o b. Croissance comparée en 0™ avec r = % : la limite vaut 0.

o c. Croissance comparée avec r = g : la limite vaut +co.

o

2
d. /z(Inz)? = (xi In ar:) . Comme z1 Inz — 0 et que la fonction carré est continue en 0, la

limite vaut 0.



Exercice 10

1.10g 1000 = log(10%) = 3 ; 1og 0,01 = log(10~2) = —2 ; log v/10 = 3 ; log 50 + log 2 = log 100 = 2.

2.l fautz > 0 etz > 3, soit D =]3;+oo[. Sur D : log (z(z — 3)) =log10 <= z*> — 3z — 10 =
0 <= (z—5)(z+2) =0.Seul 5 appartienta D. S = {5}.

3.1og(3%) = 50log 3 ~ 23,86. Donc 10% < 3% < 10 : 350 a 24 chiffres.
4. Calculs de pH.

o a.pH = —log(4 x 107%) = 9 — log 4 ~ 8,40.

o b. —log[H;0"] = 3,5 <= [H30"] =105 ~ 3,16 x 10 * mol - L .

Or ] _3 g~ 30,96. Le plus petit entier est » = 31. Contrdle : 0,830 ~ 1,24 x 103 et 0,8%! ~
oguy,
0,99 x 1073,
Exercice 11 &)

1. Equations et inéquation.

0 a.2°=2" = zIln2=5In2 < z=5.95= {5}

1 1
o b.5" =3 <= zln5—In3 <= z— 23 L0683 5= 4231
Inb Inb

o c.Onpose X =2°>0,etd" =(2°)* =X*. X*-3X -4=0+= (X -4)(X+1)=0.0n
rejette —1.2* =4 «— z=2. 5 = {2}.

o d. (%)w =37 et9 = 32. Comme x — 3% est strictement croissante : —z < 2 <= z > —2.

S = [-2;+0o0].
6In2 1 —3In3 3In2 3

2. log, 64 = =6;logy, — = =—-3;log,8 = —— = —.

082 In2 %8357 7 "In3 84° 7 o2 2
3. Dérivées.

o a. f'(z) = (In3) 3.

In(z? +1) 2z
o b. g(m) = T, donC g’(x) = m

o c.h(z)=mz" L.
4. Limites.

o a.Base 2 > 1, exposant 10 : I'exponentielle de base 2 I'emporte. La limite vaut +oo.

z3 1
o b.m3(%)m:2—w=W

o c. Croissance comparée avec a = 0,1 > 0 : la limite vaut 0.

— 0. La limite vaut 0.

Exercice 12 &

1. f(z) = e*™*. En 0% : zlnz — 0 et exp est continue en 0, donc f(z) — €’ = 1. En +oco: zlnz —
+o00, donc f(z) — +oo. La limite en 0 est un réel : f est prolongeable par continuité en 0 en
posant f(0) = 1.



2. (zlnz) =Inz+1,donc f'(z) = (lnz + 1) e*'"%* = (Inz + 1) 2%, du signe de Inz + 1. Or lnz +
1>0 < Inz > -1 <= z >e . f estdécroissante sur |0; 1], croissante sur [1; +-oco[, de
minimum f (1) = e ¢ ~ 0,692. Elle part de 1 en 0" et tend vers +oo.

-1 mlnz_l )
3.Pouro<z <1, zlnz #£0 et f(z) _C 1 XInz. Avec X = zlnz — 0, le premier
xr rinx

facteur tend vers 1 ; le second tend vers —oo. La limite vaut —oo. La fonction prolongée n'est
pas dérivable a droite en 0, et sa courbe admet au point (0;1) une demi-tangente verticale.

4.2°=1 <= zlnz=0 < Inz=0(carz >0) < z=1.5={1}.

mlﬂ
5. = = e?me-z = grna—1) ot g(lnz — 1) — +o0. La limite vaut +oo : en +oo, =% I'emporte méme

sur e*.



