n:l Corrigés détaillés

TERMINALE S - CHAPITRE 2 - DERIVATION ET PRIMITIVES

Chaque résultat a éte veérifie par calcul formel. Les rappels de méthode sont en italique.

Exercice 1

On repere l'intérieur u, on calcule u', puis on applique la formule de la lecon 1.

1. f1 est un polynéme, dérivable sur R. Avec u =3z — letu' =3: fi(z) =5 x 3 x (3z — 1)* =
15(3z — 1),
2. Dérivable sur R. Avecu =22 —z +2etu =2z —1: fi(z) = 3(2z — 1)(2? — z + 2)°.

3.22% +1 > 1 > 0 pour tout réel z, donc f3 est dérivable sur R. Avec v’ = 4z : fi(z) =
4x 2z
2227 +1 V2241
4. Dérivable sur R. Avec u = 3z? — 1 et u/ = 6z : fj(z) = —6zsin(3z? — 1).

5. fs =u*avecu =sinz : fi(z) = 2coszsinz, sur R. On peut aussi écrire f!(x) = sin(2x).

6. (> + 1)? ne s'annule pas, donc f; est dérivable sur R. Avec v = (2 +1)%, v/ = 2 x 2z x (z* +

v dz(x? + 1) 4z
D= dal@ D@ =~ =~y ~ @
Exercice 2
Partie A

1.2 — 2z +5=(z— 1) +4 >4 > 0:laracine carrée est dérivable |a ou I'intérieur est
2z — 2 z—1

2Vz?2 -2z +5 \/x2—2w+5.
2. Le dénominateur est positif, donc f'(z) a le signe de z — 1. f est décroissante sur |—oo; 1] et
croissante sur [1; +oo|, avec un minimum f(1) = v/4 = 2.

strictement positif, donc f est dérivable sur R et f'(z) =

2 2 2
3. f(3) =v8=2V2et f'(3) = ol % La tangente a pour équation y = %(m —3) + 2v/2, soit
V2 N V2
vmot T
Partie B

1. h'(z) = 2cos(2z) + 2cosz = 2(2cos’z — 1+ cosz). Or (2cosz — 1)(cosz + 1) = 2cos’ z +
2cosx — cosx — 1 = 2cos?x + cosz — 1. Donc h/(z) = 2(2cosz — 1)(cos x + 1).

2.Sur [0;7], cosz + 1 > 0, et ne s'annule qu'en w. Le signe de h’ est donc celuide 2cosz — 1:
positif quand cosz > 1, c'est-a-dire sur [0; %[, négatif sur | Z;x|. h est croissante sur [0; 5] et
décroissante sur [; 7|, avec h(0) = h(r) = 0. Son maximum vaut i (¥) = sin 2% + 2sin I =

3
¢ V3=



Exercice 3

1. f est un polyndme, continue sur R. f/(z) = 3z + 3 > 0, donc f est strictement croissante.
lim f = —cc et limf = +o00. D'aprés le théoreme de la bijection (chapitre 1), f réalise une
—00 o0

bijection de R sur R.

2. f est dérivable sur R et f’ ne s'annule jamais, donc f~! est dérivable sur R.

1 1
3.f1)=14+3—-2=2,donc f1(2)=1et(f (2 = =-.
f)=1+ (2 (F)(2) )6
1 1
4. f(0) = —2,donc f 1 (=2)=0et (F 1) (-2)= = _.
5. Le point de la courbe de f~! d'abscisse 2 est (2;1), et la pente de la tangente est fl—i Ty =
1 . z 2
—(r—2 1,soity =—+ —.
@ —2)+ y=513
Exercice 4
2
l.a.d/(z) = E:c*%.
9 1 3 , 5 3 5
b.b(z) = 2> x 2 = z2, donc b/ (z) = 5% = STV
1 2
c.x®+3>0etu =2z:d(x) == x 2z x (¢2 +3)3 :—$2.
3 3(z2 + 3)3
1 1
d. Sur]—1;4o00[, 2> +1 > 0etd(z) = (2* + 1) 7. Avec o’ = 3z? : d'(z) = -3 X 3z? x (23 +
3 3%2
1)y i=———.
2(x3 4+ 1)2
1
2.a.Pourz > -1, (fF Y (z) = ———.
z> -1 (F)(@) = 57—
b. f/(t) = 2t — 2, donc f'(f (=) =2(1+ v + 1) —2 =2z +1, etl'on retrouve (f1)(z) =
1
2z + 1

c. f1(—1)=1et f'(1) = 0: la courbe de f a une tangente horizontale en son sommet (1; —1).
Par symétrie par rapport a y = z, la courbe de f ! a une tangente verticale au point (—1;1), et

f~! n'est pas dérivable en —1. On /e voit aussi avec la limite : 2\/:1?1 — 400 quandz — —17.

Exercice 5

1. f'(z) = 42® — 622 + 1, f'(x) = 1222 — 12z, f"(z) = 24z — 12, f¥(z) = 24, fO)(z) = 0.

1 2 6 .
2.(x)= ——, 9" (r) = ————, ¢""(x) = ————. A chaque étape, le signe change
g'(z) (%Ll)z.g(w) CESE (z) EEEL q pe, le sig ge,
I'exposant du dénominateur augmente de 1 et le numérateur est multiplié par le nouvel
: —-1)"n!
exposant: 1,1 x 2,1 x 2 x 3. On conjecture g™ (z) = %, oun!=1x2x---xn. Cette
T

conjecture se demontre par récurrence.



3.a.v(t) =3t2 — 12t + 9= 3(t — 1)(¢t — 3) et a(t) = 6t — 12.

b. La vitesse est nulle aux instants t = 1 s ett = 3 s (le mobile fait demi-tour). L'accélération
estnulleat=2s.

Exercice 6

—2z _ T
2v1-22  V1-a?
b. Quand z — 17, le numérateur —z tend vers —1 et le dénominateur vers 0 : f/(z) — —o0.
Comme f est continue en 1, f n'est pas dérivable en 1 et la courbe a une demi-tangente
verticale au point (1;0). En —1: quand z — —17, —z — 1 et le dénominateur tend vers 0%,
donc f'(z) — +o0o0. Méme conclusion au point (—1;0). C'est cohérent avec le demi-cercle, dont

l.a.Sur]-1;1[,1—22 > 0et f'(z) =

les tangentes aux extrémités sont verticales.

. 3
2. g est continue en —1 avec g(—1) = 0. Pourz > —1, g(z) = (z + 1)? et ¢/(z) = 5\/:1: +1—0
quand z — —17. D'aprés le théoréme de la limite de la dérivée, g est dérivable en —1 et
g'(—1) = 0 (demi-tangente horizontale).

3. |cos'(z)| = | — sinz| < 1 pour tout réel z. La forme 2 de I'inégalité des accroissements finis, sur
R avec M =1, donne |cosb — cosa| < |b — al.
1
4. Pourz €[9;9,2],ona9 <z <961, donc3 <z <3,1et 62 < F < (—3 La forme 1, avec b —

072 072 \ . 1 ]_
a = 0,2, donne 62 <4y92-3< 5 c'est-a-dire 3 + 31 <Vv9,2<3+ 30" En valeurs

approchées :3,0322 < /9,2 < 3,0334. La calculatrice donne /9,2 =~ 3,0332.

Exercice 7

On it le tableau des dérivées a I'envers, terme par terme. Chaque réponse est définie a une
constante pres.

1. Fi(z) = 2* — 22 + 2% — bz.

1 . 1 1
2. 5 : IIgne on avecn = 3, FQ((L’) = —2—:132
1 2
3F3(.’I}):3X2\/_—2X (-;) :6\/54—;

2
4.\/z = z?, donc Fy(z) = -5 = §w\/5
2
1
5. F5(z) = 2sinz + gcos(3w)

1
6. Fy(z) = 5 sin (233 + ;_r)

7.tan’z = (1 + tan?z) — 1, donc Fy(z) = tanz — z.

Exercice 8

1.F(z)=23+2 -~z +cetF(l)=1+c=2,doncc=1:F(z) =2 +2* -z + 1



1 22 1 1. 1 22 1
2G(JZ):—E—F?+CetG(1):—1—|—§+C:0,d0nCC:5G(.’L‘):—E—F?‘{‘E

3.H(z) = —cosz+sinc+cetH(nr)=1+0+c=0,doncc=—1: H(z) =sinz — cosz — 1.

4. K'(z) =sinz + zcosz — sinz = zcosz = k(z) : K est bien une primitive de k. Les primitives
sont K + ¢, et K(0) =0+ 1 =1, donc la primitive nulle en 0 est z +— zsinz + cosz — 1.

Exercice 9

On repere u, on fait apparaitre v', puis on vérifie en dérivant.

2 5
-1
lu=2?—1,4 =2z: f; = v/u* donc Fy(z) = %
3 3
2.u=x+z,u =322 +1: f, =u'? donc Fr(z) = w
o 1
_ 2 I . _ 1 _
B.u=x"+1,u —2x.f3—5ﬁ,donCF3(x)——m.
!
4.u:w2+9>01f4:%UT,doncF4(w):\/x2+9.
u

2z — 1)°

5.u=2z—1,u =2: f; = su'u’, donc Fs(z) = %
4
6.u=cosz, v = —sinz: fg = —u'u?, donc Fy(z) = —COZ z
7.u=2x%u =32%: f; = %u’ sinu, donc F;(z) = -3 cos(z?).
3
. 1 3 )2 2
8.u=3z+1>0surlintervalle, u' = 3: fs = %u’u%, donc Fy(z) = 3% M — §(3:1: +1)2 =
2
2
5(336 +1)v/3z + 1.

Exercice 10

1(z+2)°+1=2"+4z +4+1 =2 +4z + 5:'égalité est vraie. Une primitive de 5 est

— -1 (forme 5; avec u = z + 2). Une primitive cherchée est z —

z+2
2.sinx = 2z), dont une primitive est = sin(2z)
. —2—2cos(a:), p 5 YR
.2
3.a.Avec u =sinz, v’ = cosz : p = v'u, donc Py (z) = sz .
2
b. p(z) = § sin(2z), donc Py(z) = 3 x (—3 cos(2z)) = _cosi 2)
sin?z  1—2sin’z 1 e -
C. Pi(z) — Py(z) = 5 + 1 =71 La différence est constante : deux primitives d'une

méme fonction sur un intervalle different d'une constante. Les deux réponses sont justes.
!/
4.u =z’ + 2z + 2 ne s'annule pas (discriminant —4) et v’ = 2z 4+ 2 = 2(z + 1). Donc f = 1 — et
u
1 ) 1

Sm i on o T & F(0)=—-1+c= i =1l.F)==>—
2(w2+2m+2)+CAVGC (0) i +c¢=0,onobtientc=7: F(z)

F(z)=— 1

2(z2 422 +2)°



Exercice 11 €D

1.a. f'(z) = 3z + 6z — 1 et f"(z) = 6z + 6 = 6(x + 1) : négatif pour =z < —1, positif pour z > —1.
b. f” s'annule en —1 en changeant de signe : la courbe admet un point d'inflexion I(—1;2), car
f-)=-1+3+1-1=2.
c.f(-1)=3—-6—-—1=—-4,doncT:y=—4(zx+1)+2, soity = -4z — 2.

d. f(z) — (—4a —2) = 2® + 32> + 3z + 1 = (z + 1)>. Pour z < —1, c'est négatif : la courbe est
sous T'. Pour z > —1, elle est au-dessus. Elle traverse bien sa tangente en I.

2. ¢"(z) = 122? — 12 = 12(z — 1)(z + 1), qui s'annule en changeant de signe en —1 et en 1. Avec
g(£1) =1 -6 = —5, les points d'inflexion sont (—1; —5) et (1; —5).

3. h"(x) = 1222, donc h”(0) = 0, mais h” ne change pas de signe. La tangente en 0 est y = z (car
h(0) = 0 et #'(0) = 1), et h(z) — z = z* > 0 : la courbe reste au-dessus de sa tangente, elle ne
la traverse pas. Pas de point d'inflexion en 0.

dx d’x

4. = =62 — 12t et — = 12t — 12. L'accélération s'annule 8¢t = 1.
dt dt?



Exercice 12 &)

4) — f(1 1—-(-2
1.a. 1 i_{( ) = ?(’ ) =1.0nrésout f'(c) =2c—4=1:c= g, qui est bien dans ]1;4].

4)—g(1) 1 11 9
p, 94 —9() )39( ) :E.Onrésoutﬁ:gix/f_i:%.czz.dans]lﬂ[-

2. z — 4/ est continue sur [a; b] et dérivable sur |a; b[. Le théoréme des accroissements finis

donnece]a;b[telque\/g—\/azH.Comme0<a<c<b ona\/5<\/E<\/l_),donc

2V/c
1 1 1

< < En multipliant parb —a > 0:
26 2Ve  2va’ 2\f f
strictes, ce que l'inégalité des accroissements finis seule ne donnerait pas.

Les inégalités sont

3.a. k(1) =1, lalimite a gauche vaut 1, et lir%(Zﬁ — 1) = 1. Donc k est continue en 1.
T—

b. A gauche : k est continue sur [0; 1], dérivable sur ]0; 1] avec k'(z) = 2z — 2 quand = — 1.
Le nombre dérivé & gauche vaut 2. A droite : k est continue sur [1;2], dérivable sur ]1;2[ avec

1 L s .
K (z) = 7 — 1 quand z — 1. Le nombre dérivé a droite vaut 1.
T

c. Les deux nombres dérivés sont différents : k n'est pas dérivable en 1. La courbe a deux
demi-tangentes de pentes 2 et 1 au point (1;1) : c'est un point anguleux.

Exercice 13 G

1. Pourn = 0: cos'” (z) = cosz = cos(z + 0). Si cos™ (z) = cos (z 4+ nk), alors cos™ ) (g) =
—sin (z +nZ) =cos (z +n% + ) =cos (z+ (n+1)%), car —sint = cos (¢t + Z). La propriété
est vraie pour tout n > 0.

2. Pour n = 0, c'est f(z) = sin(3z). Si f™(z) = 3"sin (3z + n%), alors, avec la dérivée de sinw :
f+)(z) = 3™ x 3cos (3z + ng) = 3""sin (3z + (n+ sz ) . En particulier, f¥(z) = 81sin(3z +
27) = 81sin(3x).

3. sin®27) () = sin (z + 28MT) et 22T — 506 x 27 + 3T, Par périodicité, sin(%7) (z) =
sin (z + 28) = — cosz. On le lit aussi sur le cycle sin, cos, — sin, — cos : /a troisiéme dérivée est

— COS.

4.¢(x) =sinz +xcosz, ¢’(x) =2cosz — zsinz, ¢""(z) = —3sinx — z cos .



