n:d Corriges detailles

TERMINALE S - CHAPITRE 1 - LIMITES ET CONTINUITE

Chaque résultat a éte veérifie par calcul formel. Les rappels de méthode sont en italique.

Exercice 1
. . ) 3z —z 42 3z
1. Rationnelle en —oco : quotient des termes de plus haut degré. lim i lim <2 —
z——oc0 1 — 22 z——00 —x2
-3.
2. Forme 8 en 3 : on factorise par (x — 3). Le trinéme z? — 2z — 3 s'annule en 3 et en —1, donc
P2 3= (z—3)(z+1).Pourz £3, 2223 _ 1 doulim S22 =3 _4
N ' " z-3 ' @3 -3
3. Forme co — oo : expression conjuguée. vz +1 — \/z = (ztl) -z _ 1 Le
’ ' ' z+1l++v/z Vz+l+yz

dénominateur tend vers +oo, donc la limite vaut 0.

. . . , 4 3-2
4. Forme % avec une racine : expression conjuguée. Pour x # 1 : H—l =
Tz —
(z+3)—4 1 1
= . Quand z — 1, cela tend vers = —.
(z-1)(Vz+3+2) Ve+3+2 2+2 4

Exercice 2

1. Pourtoutz, —1 <sinz < 1,donc 1l <2+ sinz < 3. En divisant par z > 0, I'ordre est conservé :
1 2+si 3 . .
- < sz < —. Les deux encadrants tendent vers 0 en +oo. D'apres le théoreme des
€
2+ sinx

gendarmes, lim ——— =
r—+00 xT

T T

2.cosz < 1,donc —cosz > —1etz? — cosz > x> — 1. Comme z2 — 1 — 400, 0na lim (z* —

T—+00
cosz) = +oo (théoreme de minoration).
3.cosz > —1 donne 2 + cosz > 1. On multiplie par z < 0, ce qui change le sens : z(2 + cosz) < z.
Comme z — —oo, le théoreme de majoration donne lim (2 + cosz) = —oo.

r——00

Exercice 3
1. Dy =R\ {2}.
b)(z — 2 2+ (b—2 —2b
2.0n cherche f(z) =az + b+ < :(aer)(m )+C:am+( )z + (¢ ).Par
r—2 T —2 Tz —2

identification avec 222 — 3z —1:a =2, puisb—4= -3 doncb=1,puisc—2= —1doncc=1.

1
Ainsi f(z) =22+ 1+ —

z—2
3.En 2, le numérateur vaut 8 — 6 — 1 =1 > 0. Le dénominateur = — 2 tend vers 0™ a droite et vers
0~ a gauche. Donc lim f(z) = 4oo et lim f(z) = —oo. La droite d'équation x = 2 est
r—2+ r—27

asymptote verticale a Cy.



1 .
4. f(z) — 2z +1) = ——5aui tend vers 0 en +oo et en —oo. Donc A : y = 2z + 1 est asymptote
Tz —
oblique en +oo et en —oo.

5. Le signe de 1 5 est celuide z — 2. Pour z > 2, C; est au-dessus de A. Pour z < 2, elle est

au-dessous.
Exercice 4
1. =) =z — 1 — +o0 : branche parabolique de direction (Oy).

X
1 . . . . .

2. %m) =2 % — 2, puis g(z) — 2z = —/z — —oo : branche parabolique de direction la droite

y = 2.

h
3.En+oo (onaz >0):v4z? +z = z4/4 + 1, donc h(z) =4/4+ 2 — 2. Ensuite : h(z) — 2z =
X
(422 4+ z) — 42?2 T 1

1
= = — —. Ladroite y = 2z + ] estasymptote
oblique en +oo0.

h(z)

En —© (0naw<0,donC\/ﬁz—x):\/4x2+a::—x 4+§,donc — = — 4+a—1c — —2.
X
Ensuite :
-1 1
h(z) + 2z = ? = z = — ——. Ladroitey = —2x — % est

Vizite -2 g(\Javle2) Jaale2 4

asymptote oblique en —oo.

Exercice 5

1.2° + 2z — 2= (z —1)(z +2), donc pour z # 1, f(z) = = + 2 — 3. Prolongeable par continuité
en 1, enposant f(1) = 3.
(x+4)—-4 1
(Ve +4+2) Vz+4+2

1
2.Pourz #0:g(x) = -7 Prolongeable par continuité en 0, en

posant g(0) = 1.
3.Pourz >0, k(x) =2 = 1. Pourz <0, k(z) = = = —1. La limite a droite (1) et la limite a gauche
(—1) sont différentes : k n'a pas de limite en 0. k n'est pas prolongeable par continuité en 0.

Exercice 6
2 9$2

1. L'intérieur T tend vers — = 9 en +oo. La racine carrée est continue en 9. La limite vaut

xr X
V9 =3.
. T T . . e

2. L'intérieur 1 tend vers — = . Le cosinus est continu en =. La limite vaut cos™ = —1.

X X

3.2° -2z +5=(z — 1)>+4 >4 > 0 pour tout réel z. La fonction est donc définie sur R. C'est la
composée de u : z — z? — 2z + 5, polyndme continu sur R a valeurs dans [4; +oo], suivie de la
racine carrée, continue sur [0; +-oo|. Elle est donc continue sur R.



Exercice 7

1. f'(z) = 2z — 4, qui s'annule en 2. f est décroissante sur | — oo; 2] et croissante sur [2; +o0],
avec un minimum f(2) = —1.

2. Les valeurs utiles sont f(0) = 3, f(2) = —1, f(3) =0et f(5) =8.

o [0;3] : f n'est pas monotone sur cet intervalle. Elle descend de 3 a —1, puis remonte jusqu'a
0. Son image est [—1; 3].

o |2;5]: f est continue et strictement croissante. La borne 2 est exclue, donc la valeur —1
n'est pas atteinte. Son image est ] — 1; 8|.

o [3;4o00]: f est strictement croissante, f(3) =0 et l+ig§f = +00. Son image est [0; +oo|.

Exercice 8

1. f'(z) = 32 —3 = 3(z — 1)(z + 1). f est croissante sur | — oo; —1], décroissante sur [-1;1] et
croissante sur [1;4+o00[, avec f(—1) = 3 et f(1) = —1. Les limites sont lim f = —oo et l+imf =
—00 o0

+o00.

2. On applique le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires sur chaque intervalle de
monotonie. f y est continue, puisque c'est un polynéme, et strictement monotone.

o Sur|— oo;—1], f prend toutes les valeurs de | — oo; 3], qui contient 0 : une unique solution,
dans | — oo; —1[.

o Sur [-1;1], f prend toutes les valeurs de [—1; 3], qui contient 0 : une unique solution g,
dans | —1;1[.

o Sur [1;+o0], f prend toutes les valeurs de [—1; +oo[, qui contient 0 : une unique solution,
dans |1; +oo].

Ces intervalles ne se chevauchent pas, sauf en —1 et 1, qui ne sont pas solutions. L'équation a

donc exactement trois solutions.

3.f(0)=1>0et f(1) = —1 < 0. Comme f est strictement décroissante sur [-1;1],ona 0 < 8 <

1. Par balayage, f(0,3) = 0,127 > 0 et f(0,4) = —0,136 < 0, donc 0,3 < 8 < 0,4. Pour
information, B ~ 0,347.

Exercice 9

3 2)— 3z -1 . .
1. f'(z) = (2+2)—-(@z—1) = > 0 sur I. f est donc strictement croissante sur I.
(z +2) (z +2)?
2. f est continue sur I, puisqu'elle est rationnelle, et strictement croissante. En —2*, le

numeérateur tend vers —7 et le dénominateur vers 07, donc lin%+ f(z) = —o0. En +o00, f(x) tend
T——

vers 3. Donc f réalise une bijection de I sur J =] — o0; 3.

3z — 1
3.PourzeletyecJ:y= $+2 = yr+2y=3z-1 <= z(y—-3)=-1-2y < z=
T

2 1 2 1
??er (avec 3 — y # 0 puisque y < 3). Donc f1(z) = ;jx

pour tout z € | — o0; 3.



Exercice 10

1. f(z) = (z — 1) — 1, ce qui donne f'(z) = 2(z — 1) > 0 pour = > 1. f est continue et strictement

croissante sur I = [1;+oo[. Ona f(1) = —1 et 1+imf = +o0. f réalise une bijection de I sur J =
o

[—1; +o0].

2.Pourz>lety>-l:y=(z—1?-1 <= (z—-1)?=y+1 < z—-1=,/y+1,carz—
1>0.Donc f}(z) =1+ +/z+1pourz > —1.

3. Cy est la demi-parabole de sommet (1; —1). Cy1 est sa symétrique par rapportay =z : elle
part du point (—1; 1), avec une tangente verticale, symétrique de la tangente horizontale de C;

en son sommet. Point de contréle : f(3) = 3, donc le point (3; 3) appartient aux deux courbes,
sur la droite y = .

Exercice 11 €&

3 in(3 i ,
m( ?) =3x sin x). Quand z — 0, 3z — 0, et 2y — 1 quand y — 0. Par composeée,
X X y
3
Sm3 z) — 1, donc la limite vaut 3.
xr
1- 2sin®(z/2) 1 [sin(z/2)\> . sin(z/2 -
g L COST 2SI (2/2) _ 1 (sin(z/2)\" p. composeée, sin(z/2) — 1, donc la limite vaut L.
z? x? 2 z/2 z/2
S s 2 +3 4
3.f(1) =2—1+a =1+ aq, et c'est aussi la limite a gauche. A droite, lim =—=2. fest
z—1t ¢+ 1 2

continue en 1 si et seulement si1 +a = 2, c'est-a-dire a = 1.

Exercice 12 €

Partie A

1. Pour tout z, (f(ac))2 =1+22>1>0,donc f(z) # 0.

2. Si f prenait une valeur positive en z; et une valeur négative en z», alors, f étant continue sur
I'intervalle R, le théoréme des valeurs intermédiaires donnerait un ¢ entre z; et z, tel que
f(c) = 0. C'est impossible d'aprés la question 1. Donc f garde un signe constant.

3. f(0) = -1 < 0, donc f(z) < 0 pour tout z. Comme (f(a:))2 =1+ z?%, on obtient f(z) =
—+/1 + z? pour tout réel z.

Partie B
./ 2 L _=z
1.¢4(z) = LY e A = (1+2%) — o = L > 0. g est strictement croissante
1+ 22 1+a)vVitaz (14a2)3
sur R.

De plus, V1 + 22 > /22 = |z| > z, donc g(z) < 1.

2. g est croissante et majorée par 1 sur R. D'aprés le théoréme sur les fonctions monotones
bornées, g a une limite finie £ < 1 en +oo.

Calcul : pour z > 0, g(z ! — 1. Donc ¢ = 1.

\/—7-0—1 \/;lz—i-l




