n:d Corriges detailles

PREMIERE S - CHAPITRE 5 - SUITES NUMERIQUES

Corrigés détaillés des exercices d'application. Tous les résultats ont eté vérifiés par calcul exact,
et recoupés par un calcul numeérique indépendant. L'exercice 13 est réservé aux séries S2-54,
l'exercice 14 aux séries S1-S3.

Lecon 1: qu'est-ce qu'une suite ?
Exercice 1

l.auw=1u=2-5+1=-2u=8—10+1=—1, uzp = 200 — 50 + 1 = 151.
b.Onremplacenparn+1:u,; =2(n+1)> —=5(n+1)+1=2n*+4n+2-5n—5+1=
2n2 —n — 2.

Et u, + 1 = 2n? — 5n + 2. La différence vaut (2n? —n — 2) — (2n? — 5n + 2) = 4n — 4 : les deux
expressions ne sont égales que pour n = 1 (en effet us = —1 = uy + 1). En général, u, 1 et
u,, + 1 sont différents.

2.v7=2x3—-1=5,v2=9,v3 =17, vg = 33.

3. v/n — 4 existe si et seulement sin > 4 : la suite est définie a partir du rang 4, et son premier
terme est wy, = 0. PUis w; = 1, wg = v/4 = 2, w3 = /9 = 3.

4. so=ug+vy=143=4;s5=us+vo=—-14+9=8;p1 =uv1 =—2x5=-10.



Exercice 2

1.a. up =3, us = 4,5, us = 5,25, Uy = 5,625.
b. Les termes se placent de gauche a droite, de plus en plus serrés : la suite semble
croissante, et ses termes semblent s'accumuler prés de 6 (conjecture).
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0 1 2 3 4 5 6
2.v9=3,v1=0,vy=—1,v3 =0, v4 = 3, v5 = 8. Les points M, sont sur la parabole d'équation

y =x? — 4z + 3 (car v, = f(n) avec f(z) = 2% — 4z + 3). On ne les relie pas : n ne prend que
des valeurs entiéres.

3. a. Chaque nouveau carré demande 3 allumettes de plus : my = 13.
b. mp1 =m, + 3.
C.3x14+1=4,3x2+1=7,3x3+1=10,3 x4+1=13:laformule est vérifiée.
d. 3n + 1 =100 donne n = 33 : on forme 33 carrés.



Lecon 2 : sens de variation

Exercice 3

1. Ups1 — Uy = (n+1)* —6(n+1) +1 — (n® — 6n + 1) = 2n — 5. Cette différence est négative pour
n < 2 et positive pour n > 3. Les termes valentuy =1, u; = —4, uy = —7, u3 = -8, uy, = —7:la
suite décroit strictement de ug a ug, puis elle est strictement croissante a partir du rang 3. Elle
n'est pas monotone.

n+1 n (n+1)2 —n(n+2) 1

2. —v, = — = = 0: est strictement
B R S | (n+1)(n+2) Dm0 )

croissante.

. . gntt 2 3 2
3. Les termes sont strictement positifs et Dntt _ 5 2 te_ (n+2)
Wy, n-+3 3n n+3

(car 2n + 3 > 0), donc le quotient est strictement supérieur a 1 : (wy,,) est strictement
croissante.

.0r3n+6>n+3

— 2) — (5 — —
4. f est dérivable sur [0; +oo| et f'(z) = (xj; )Jr2)('? 2) = ( +72)2 < 0. f est strictement
T T

décroissante sur [0;+oo[, donc (z,), avec z, = f(n), est strictement décroissante.

5.t =0,t1 = —1,ts = 2, t3 = —3. Comme t; < ¢ty et ty > t1, |la suite n'est ni croissante ni
décroissante : elle n'est pas monotone.

Exercice 4

l.auy=10-04+3=13,us=13—-243=14,u3=14—-4+3=13, u4 =13 -6+ 3 = 10.
b. u,1 —u, =3 — 2n : positive pour n < 1, strictement négative pour n > 2. La suite est
strictement décroissante a partir du rang 2.
2.av1=14+1=2,v9=2+4=6,v3 =6+ 36 = 42.
b.v,1—v, = vﬁ > 0 : la suite est croissante. Elle est donc minorée par son premier terme :
v, > vy = 1. Alors v2 > 1> 0, etv,,; — v, > 0: la suite est strictement croissante.

3 3/2 1 1/2 1
3.a.tt1—§,t21—T1—§'3_T_g_
= < = < 1, et les termes sont strictement positifs : (¢,) est strictement
tn n+2 " 2

décroissante.



Lecon 3 : suites bornées, périodiques, comparaison

Exercice 5
1 2n+1)+1 2n+3
1. a. 2 = = fry .
Tl n+1 nt1 "
b. Pour toutn, 0 < p—— <1, donc 2 < u, < 3. La suite est bornée (majorée par 3, minorée par

2).

2.a.(n—5)? —25=mn?—10n + 25 — 25 = v,,. Un carré est positif, donc v, > —25 : la suite est
minorée par —25, et son plus petit terme est v5 = —25.
b. v, = n(n — 10). Pour n > 11, n — 10 > 1, donc v,, > n. Les termes dépassent n'importe quel

réel : la suite n'est pas majorée.

1 1 1 1
JJaw=——=-1,wy=—— —w3:171/2:
1 1

1-2 1+1 2 E
b. f(f(z) ; ,puisf(f(f(m))):l_ﬁ:T:m.Comme

_ 1 11—z oz
)_1_ 1-z)—-1 T

Wn43 :f(f(f(wn

(ellevaut2,—1,1 2 —1,1 ).

2.

|H

~— =

)) on obtient w, 3 = w, pour tout n : la suite est périodique de période 3
’» 9 )9

€. 2026 =3 x 675+ 1, donc wapes = wy; = —1.
4.cg=1,¢1=0,¢c2=-1,¢c3 =0, cy = 1. Pourtoutn, ¢, 4 = cos (% + 27r) = ¢, : période 4. Et

—1 < ¢, <1:lasuite est bornée. 2027 = 4 x 506 + 3, donc cag27 = c3 = 0.
Exercice 6

1.up —vp=n>—2n+1=(n—1)2>0:u, > v, pour tout n, avec égalité pour n = 1 seulement (
U, = vy = 2).
n+3)n—(n+1)? n?2+3n—-n?-2n-1 n—1
n(n+1) - n(n+1) - n(n+1)
positif ou nul : a,, > b, avec égalité pourn =1 (a; = by = 2).

2.a, — b, =

. Pourn > 1, ce nombre est

3.¢, —d, =n?—10n = n(n — 10) : nul pour n = 0 et n = 10, négatif pour 1 < n <9, strictement
positif pour n > 11. On a ¢, > d, a partir du rang 11.



Lecon 4 : raisonnement par récurrence

Exercice 7
1x2
1. Initialisation. Pourn=1:1= ;( .
e iz e 1 1
Hérédité. Sil1+---+n= @, alorsl+---+n+(n+1)= @ +(n+1)=
(n+1)(n+2)
—
Conclusion. La formule est vraie pour tout n > 1.

1x2x3
Stn + 1)(2n + 1)
Hérédité. Si12 + - +n? — n

2. Initialisation. 12 =1 =

, alors en ajoutant (n + 1)%:

n(n+1)(2n+1) 2 _ (n+1)(2n + n+ 6n + 6) _ (m+1)(n+2)(2n+3)

6 6 6 ’

car (n+ 2)(2n + 3) = 2n% + 7Tn + 6. C'est la formule au rang n + 1.
1 1 1
3. Initialisation. =—=—".
hitialisation. -—— = 5 = ¢ 1

Hérédité. Sila somme vaut n
n—+1

+(n+1)

au rang n, alors au rang n 4 1 elle vaut

n 1 n(n+2)+1 (n+1)? n+1

ntl  mt)m+2) m+Dm+2) (mteD)n+2) nt2

4. Initialisation. 2! +1 = 3 = v,.
Hérédité. Si v, = 2" + 1, alors v, =2 (2" +1) —1=2""2 + 1.
Conclusion. v, = 2"*! 4+ 1 pour tout n € N.

Exercice 8

7 11 19
.a. = - = , = — = 4, , = — =4, .
l.a. u 5 3,5, ug n 2,75, ug 3 2,375

e s e o 1 1
b. Initialisation. vy = 5 > 2. Hérédité. Si u,, > 2, alors 5ln > 1,donc u,,; = 2 Un +1>2.

Conclusion. u,, > 2 pour tout n.

1 1 . . L
C.Upi1—uUp,=1— Eu" = 5(2 —u,) < 0, caru, > 2 la suite est strictement décroissante.
e e L 3 ez 3 1 3
d. Initialisation. 2 + 20~ 5 = ug. Hérédité. Si u, =2 + o alors u,11 = 2 (2 + 27) +1=2+
3
on+1 :

e. La suite est décroissante, donc u,, < uy =5 ; et u,, > 2. Ainsi 2 < u,, < 5.

2. Initialisation. 3° = 1 > 2 x 0 4 1. Hérédité. Si 3" > 2n + 1, alors 3”1 =3 x 3" > 6n+3 > 2n +
3=2(n+1)+1, car 4n > 0. Conclusion. 3" > 2n + 1 pour tout n € N.

3.a.23 =8 < 9=232:fausse pourn = 3. 2% =16 > 16 = 42 : vraie pour n = 4.
b.2n? - (n+1)?=n?>-2n—-1=(n—1)>—2.Pourn >4, (n—1)2 > 9, donc ce nombre est
strictement positif.
c. Initialisation au rang 4 (question a). Hérédité. Soit n > 4 tel que 2" > n?. Alors 2"+ = 2 x
2" > 2n? > (n + 1)2 (question b). Conclusion. 2" > n? pour tout n > 4. L'initialisation doit se
faire au rang 4 : l'inégalité est fausse au rang 3.



Lecon 5 : suites arithmétiques

Exercice 9

1. upp1 —up, =7—4(n+1) — (7 —4n) = —4: la suite est arithmétique, de raison —4 et de premier
terme uy, = 7. Comme r < 0, elle est strictement décroissante.

2.a.a13 = a5+ 7r,donc 7r =21 etr = 3. Puisag = a5 — 5r = 2, eta, = 2 + 3n.
b. aso = 152. 2 +3n = 2027 donne n = 675 : 2027 = agrs est un terme. 2 4 3n = 2026 donnerait
3n = 2024, qui n'est pas un multiple de 3 : 2026 n'est pas un terme.

. 2492
c. S compte 31termes, deag=2aa3=92:S5 =31 x +T =31 x 47 = 1457.
i ‘ 32 492
Z ar, compte 30 — 10 + 1 = 21 termes, de ajo = 32 3 ag) = 92 : elle vaut 21 x — 21 x
k=10
62 = 1302.
3. Les nombres impairs de 1 a 99 forment une suite arithmétique de raison 2, avec 50 termes :
1+99
leur somme vaut 50 x + = 2500 (c'est 50?2, comme & la lecon 4).
. . . . — 102
Les multiples de 3 entre 100 et 300 vont de 102 a 300, de raison 3 :ily en a % +1=67.
102 + 300
Leur somme vaut 67 x + =67 x 201 = 13467.

20
4. (3n+1) compte 20 termes, de m = 4 & myy = 61 : il faut 20 x

n=1

4+ 61

= 650 allumettes.

Lecon 6 : suites géomeétriques

Exercice 10

3n+3 3 3n+2
1. vpi1 = 5

2n+1 = n

vg = 9. Comme vy > 0 et 3 > 1, elle est strictement croissante.

. s . 3 .
=3 Un : la suite est géometrique, de raison 2 et de premier terme

5 1 1 U 1\"
2.a.us =us3q>, donc ¢® = — = —etg=~.Puisuy = — =40 x 8 = 320, etu, =320 x [ = | =
6 39 q 10 8 q 2 0 e n 2
320

on
320 5
b.uy > 0et0 < q<1:lasuite est strictement décroissante. u;y = 1o~ 16 = 0,312 5.
1-(3)° 255 o
€. S =320 x 1 = 640 x 256 637,5. Vérification : 320 + 160 + 80 + 40 + 20 + 10 + 5 +
T2

2,5 = 637,5.

1—(—2)¢ 1—-64

3. Avec la formule (g = —2, 6 termes) : 7 (( 2)) = 36 = —21. En écrivant les termes : 1 —
2+4—-8+416 —32 = -21.
1— 264

4.Le nombre de grains est 1+ 2 + 2% ... + 20 = =264 _ 1 = 18446744073 709 551 615,

1-2
soit environ 1,8 x 10'? grains.



Exercice 11

Partie A.

1. s, =200000 + 12000 : suite arithmétique de raison 12 000. ¢, = 200000 x 1,05" : suite
géomeétrique de raison 1,05.

2.s5 =260000 F et c5 ~ 255256 F ; s10 = 320000 F et ci9 =~ 325779 F.

3. A la calculatrice : cs ~ 295491 < sg = 296 000, et cg =~ 310266 > sg = 308 000. Le placement 2
rapporte plus a partir de 9 années (et I'écart ne fait ensuite que grandir : on multiplie, au lieu
d'ajouter).

Partie B.

1.p1 =0,9 x 4000+ 600 = 4200 ; p2 = 0,9 x 4200 + 600 = 4 380.

2. gn+1 = Pnt1 — 6000 = 0,9 p,, + 600 — 6000 = 0,9 p, — 5400 = 0,9 (p,, — 6000) = 0,9 g,. La suite
(gn) est géomeétrique de raison 0,9, et go = 4000 — 6 000 = —2 000.

3.¢, = —2000 x 0,9", donc p, = ¢, + 6000 = 6 000 — 2000 x 0,9™.

4.pni1 — pp = —2000 x 0,9"*1 42000 x 0,9 = 2000 x 0,9" x (1 —0,9) = 200 x 0,9" > 0 : la suite
est strictement croissante.

5.Comme -1 < 0,9 < 1, 0,9" — 0, donc lim p,, = 6 000. Dans ce modéle simplifié, la population
augmente et se rapproche de 6 000 habitants, sans les atteindre.



Lecon 7 : convergence
Exercice 12

2
1.a. = — 0, donc lima, = 5.
2
b. Terme de plus haut degré : méme limite que ?% = 3. Donc limb,, = 3.
n

. - 1
c. Méme limite que % = —,donc lime¢, = 0.

d. Forme co — 00 : d,, = n? (1 — E)' avecn? = +ooetl— % — 1. Donc limd,, = +oo0.
_ (n*43)—n* 3

o Wi 3+n  Viii3+n

2.a.-1<08<1:0,8"—0.
b.1,5>1:1,5" — 400, donc 2 x 1,5 — +o0.
c. —3 < —1:(-3)" n'a pas de limite (ses termes sont alternativement trés grands et positifs,
trés grands en valeur absolue et négatifs).

n

2
d. 3 — 0, donc la limite vaut 7.

3" +1 1\"

; le dénominateur tend vers +oo, donc lime,, = 0.

3TL
o 1 1- ()™ 3 1
3. Suite géomeétrique de raison 3 n-+1termes: S, = ] I =3 1-— 31 ) Comme
1 n+1 3 3

4.a.up =1, us = 2,5, ug =~ 1,67, ug = 2,25, us = 1,8, ug =~ 2,17. Sur l'axe, les termes sautent de
part et d'autre de 2 en s'en rapprochant : on conjecture que la limite vaut 2.
—1)» , 1 1 . . .
b.u, —2= (1) , donc I'écart vaut —. On a — < 1073 si et seulement sin > 1000, c'est-a-dire
n n n

a partir du rang 1001. L'écart devient aussi petit que I'on veut : la suite converge vers 2.

1\" 1\"
5.un:2+3x<§> 'et(i) — 0:limwu, = 2.




€D Exercice de lalecon 8

Exercice 13

1. Il faut (2z — 1) + (3z — 2) = 2(z + 3), soit 5z — 3 = 2z + 6, donc =z = 3. Les réels sont 5, 6, 7
(raison 1).

2. Pour z > 0, les trois réels sont non nuls : il faut (z + 4)? = z x 4z, soit 3z*> — 8z — 16 = 0, dont
les solutions sont 4 et —g. Avec z > 0:x = 4. Les réels sont 4, 8, 16, de raison 2.

3.0nles écritb—r, b, b+ r. Leur somme vaut 3b = 27, donc b = 9. La somme des carrés vaut
(9—7)%+81+(9+7)% =243 + 2r?> = 275, donc 72 = 16 et r = +4. Les réels sont 5, 9, 13 (ou 13,
9, 5).

b . 4 .
4. 0n les écrit —, b, bq. Leur produit vaut b* = 64, donc b = 4. Puis — + 4 + 4q = 14, soit 4¢> —
q q
1 .
10 +4=0,0U2¢> —5¢g+2=0:g=20Uq= 5 Les réels sont 2, 4, 8 (ou 8, 4, 2).

5. Les trois prix sont en progression géométrique : > = 8000 x 9680 = 77440 000, donc =z = 8 800

880
F. La raison vaut 3000 1,1 : chaque hausse est de 10 %.

6. Soit a, b, c les angles (en degrés), en progression arithmétique : a + ¢ = 2b. Comme a +b+c =
180, on obtient 3b = 180, donc b = 60°.



€D Exercice de lalecon 9

Exercice 14

1.a. f(z) =

%; b. f(z) =22 —1; c. f(z) =2y/z.

2.a.u; =2v1 =2, uy = 2v/2 ~ 2,83, us = 21/2v/2 ~ 3,36. La construction est sur la figure de
gauche ci-dessous.

b. L'escalier monte vers le point d'intersection de Cy et de A : on conjecture que la suite est
croissante et qu'elle converge vers 4. Pourz > 0,2/t =z < 4dz=2> < z=00uz =4.
c. Initialisation. 1 < uy = 1 < 4. Hérédité. Si 1 < u, <4, alors 1 <, /u, < 2 (laracine carrée est
croissante), donc 2 < 2, /u,, < 4, et a fortiori 1 < u,; < 4. Conclusion. 1 < u, <4 pour tout n.
d. Uns1 — Un = 2¢/Up — Up = /Un (2 — V). Comme 1 < \/u,, < 2, ce produit est positif : la
suite est croissante.

e. Par passage a la limite dans l'inégalité 1 < u, < 4:1 < ¢ < 4. (En Terminale, on montrera
quel=4.)

a.up = —2+3=1,us = 2,5, uz3 = 1,75, us = 2,125. La construction dessine une spirale autour
du point (2;2) (figure de droite) : la suite n'est pas monotone, et on conjecture qu'elle
converge vers 2.

b. Initialisation. 2 + 2 x

(-
o= A(ea (D)) s (1) aea ()

1
Comme -1 < —= <1,< —) — 0, donc lim u,, = 2.

1)° = 4 — uy. Hérédité. Siu, =2 +2(—1)", alors

2 2
.a. % — 0 (suite de référence, a = 3) : la limite vaut 3.
n

1 1
b.— —0et— — 0:lalimite vaut5 x0—0=0.

vn 107
1 .
c.2+—2—>2et1———>lzla limite vaut 2.
n vn
A A
A Vs
5 4 ot
//
C ,
h
4 33 viia
/7
7
3 2
Cf ,
/7
/7
2 - 1 ,
7 7
/ Vs
4 7
1 o ( 3 N ) >
7 ,0 1 2 3 4
e i G g _ Uy Uz Uy Uy
,0 1 3 4 5

2
Uy Uy Uy U



