n:d Corriges detailles

PREMIERE S - CHAPITRE 4 - ETUDE DE FONCTIONS

Corrigés détaillés des exercices d'application. Tous les résultats ont eté vérifiés par calcul exact,
et recoupés par un calcul numérique indépendant. L'exercice 13 est réservé aux séries S2-S4, les
exercices 14 et 15 aux séries S1-S3. Dans les tableaux, Il signale une valeur interdite.

Lecon 1: le plan d'étude ; fonctions polynémes

Exercice 1

1. Par le terme de plus haut degré, —z3: lim f(z) = +oo et lilil f(z) = —o0.
T——00 T—+00

2. f'(z) = =322 + 3 = —3(z — 1)(z + 1). Ce trindbme, de coefficient —3 < 0, est négatif a
I'extérieur de —1 et 1, positif entre eux. f(—1) =1-3+2=0et f(1)=-1+3+2=4.

T —00 -1 1 +o00

fl@) 400 N 0 A4 N\, -—o0
Minimum local 0 en —1, maximum local 4 en 1.

3.lcia=0etb=2:pourtoutréelz, —z € Ret f(—z) + f(z) = (z* -3z +2) + (-2 + 3z +2) =
4 =2 x 2. Donc ©(0;2) est centre de symétrie de C.

4, —(z+1)*(x—2)=—(®+2z +1)(z —2) = —(2* — 3z — 2) = —2° + 3z + 2 = f(z). Donc
f(z)=0 < z=—1ouxz =2:C coupe |'axe des abscisses en (2;0), et le touche en (—1;0),
ou la tangente est horizontale (minimum local). Elle coupe |'axe des ordonnées en (0;2), c'est-
a-dire en Q.

5.f(0)=2et f(0)=3:T:y=3zx+2.

6. On place (—1;0) et (1;4) avec leurs tangentes horizontales, Q et T, (2;0), (—2;4), puis on suit
le tableau.

Courbe de f, tangente T en Q



Exercice 2

1. (z+1)*—2=2°+32>+3z+1—2= f(z). Avec c(z) = z*, ona f(z) = c(z — (-1)) + (-2): C
est I'image de la courbe de la fonction cube par la translation de vecteur @(—1; —2) (chapitre
1).

2. f'(z) = 32> + 6z +3= 3(z + 1)%. Elle s'annule en —1 seulement, et ne change pas de signe
(elle est positive ailleurs). La fonction cube est strictement croissante surR : sia < b, alors a +
1<b+1,donc (a+1)3 < (b+1)3 et f(a) < f(b). Ainsi f est strictement croissante sur R : elle
n'a pas d'extremum.

3. Par le terme de plus haut degré, xEIEloof(x) = —oo et mggloo f(z) = +o0.

T —00 —1 +00
f'(z) + 0 +
flz) -0 S -2 7 4o

4.Pourtoutréelz: f(—2 —z)=(-1—z)> —2= —(z+1)>—2,donc f(—2 —z) + f(z) = —4 =
2 x (—2) : (—1;—2) est centre de symétrie. Comme f’(—1) = 0, la tangente en  est la droite
horizontale y = —2 ; la courbe la traverse.

5. f est dérivable et strictement croissante sur R : c'est une bijection de R sur f(R) = R (chapitre
3). Comme 0 € R, I'équation f(z) = 0 a une solution unique a. Ensuite £(0,2) =1,2® — 2 =
—-0,272 < 0 et £(0,3) = 1,33 — 2 = 0,197 > 0 ; f étant croissante, 0,2 < a < 0,3.

6. On place Q(—1; —2) avec sa tangente horizontale, (0; 1), (—2;—3), (1;6) : la courbe est celle
de la fonction cube, translatée.



Lecon 2 : fonctions homographiques

Exercice 3

1.D; =R\ {1}.

2.En too: sz _ 3,donc lim f(z)=3.En1,le numérateurtendvers1 >0: lim f(z) = —c0

T T—+00 z—1"
(dénominateur négatif) et linln+ f(z) = +00. Asymptotes : y =3 etz = 1.
T—
-1
z—1)2

3.ad—bc=3x(-1)—(-2) x1=—1,donc f'(z) = ( < 0: f est strictement décroissante

sur|—oo; 1] et sur|1;+o0].

z  —oc0 1 +o0
f'(z) — I —

Fz) 3 N\, -—ooll4o0 N\, 3
1 3¢-3+1

1
4.3+ = = f(z). Donc f(x) — 3 = —— : C est au-dessus de la droite y = 3 pour
z—1 z—1 z—1
z > 1, en dessous pour z < 1.
. 1
5.Q(1;3).Siz#1,alors2—z #1,etf(2—z)=3+ - :3—m_1.Doncf(2—a:)+f(m):

6 =2x3.

3 Y
f'(2) = —1 :la tangente a pour équation y = —(z — 2) + 4, soity = —z + 6.

6.f(z) =0 <= 32—-2=0 — ng:point (2-0).f(0):2:point(0;2). Enfin f(2) =4 et

\
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Asymptotes x = 1et y = 3, tangente au point d'abscisse 2



Exercice 4

1. La droite x = —2 est asymptote verticale : le dénominateur s'annule en —2, donc —2 + ¢ =0 et
¢ = 2. En £o0, f(z) tend vers L I'asymptote horizontale est y = a, donc a = 1. Enfin A ¢
X

b e .
C donne f(0) = 3= 2, d'ou b = 4. (On vérifie que le numérateur ne s'annule pasen —2: —2 +
4=2%#0.)

2.Aveca=1,b=4,c=1,d=2 (notationsde lalegcon 2) :ad —bc =2 -4 =-2+#0, et f'(z) =
-2 B
< 0.En -2, le numérateurtend vers 2: lim f(z) = —oco et lim f(z)= +oo;en +oo,
({I! + 2)2 r——27F

r—>—27

f tend vers 1.

f(z) 1 N\ —ooll4+oo N\, 1

3. Centre de symétrie : Q(—2;1), intersection des asymptotes. En A: f'(0) = —= = —1, d'ou la

1
tangente y = —3T+ 2.

4. On trace les asymptotes, puis on place A(0;2), (—4;0), (—3;—-1), (—1;3) et (2;1,5).



Lecon 3 : asymptote oblique

Exercice 5
1 z(z+1)—-1 z*+z-1
l.a.z— = = = .
T z+1 1 @
b. f(z) —z = Y qui tend vers 0 en +o0o et en —oo : D est asymptote a C des deux cotés.
C. 271 >0 < z+1<0:C estau-dessus de D sur |—oco;—1[, en dessous sur |—1; +oo].
d. En —1, le numérateur tend vers 1 — 1 — 1 = —1. A gauche, le dénominateur tend vers 0 en
restant négatif : lim f(z) = +oo; adroite, lim f(z) = —oco. La droite z = —1 est asymptote
T——1" z——1F
verticale.

20 — 5z 4+4— (22 —1)(z — 2
2.Pourz #2:g(zx) — (22— 1) = e s (; )z ):
m_
222 — 5z +4 — (222 — 5z + 2 2 .
z T (2w T ): 2,qmtend vers 0 en oo : A est asymptote. La courbe de
L — xr —
g est au-dessus de A pour z > 2, en dessous pour z < 2.

Exercice 6
2
-2 —2
l.a.ax+b+ czzal‘Jr(b a)2$+c b.Onidentifieavecaz2—x—l:azl,b—2a:—1,
r — r —

1
c—2b:—l,d'anzl,bzl,czlzf(:c):m+1+—2.

w_

" 1

b. po— tend vers 0 en +o00: D : y = z + 1 est asymptote oblique. f(z) — (z +1) = "

est au-dessus de D pour z > 2, en dessous pour z < 2.
c.En 2, le numérateurtendvers4 —2 —1=1: lim f(z) = —oo et lim f(z) = +o0. La droite

T2~ r—2+

r = 2 est asymptote verticale.
d. Les asymptotes se coupenten ©(2;3),car2+1=3.Siz #2,alors4 —z #2et f(4 —z) =

1 1
— —— =5—x— ——, donc f(4 — =6=2x3.
5 w+2_$ 5—x — fA—z)+ f(z)=6 x 3

2.z2 +1 > 0: h est définie sur R. Le numérateur et le dénominateur ont le méme degré :

2
lim h(z) = 1= 2, et la droite y = 2 est asymptote horizontale. h(z) — 2 =

T—100

222 +3-222 -2 1
x? + 1 2241

> 0 : la courbe est toujours au-dessus de son asymptote.



Lecon 4 : étude compleéete d'une fonction rationnelle

Exercice 7

4 _m2—|—m—|—4_

1. Dy =R\ {-1}, eta:+m f(z).

+1 x4+l
2
2. En +o0, 2 —2: lim f(z) = —o0, liria f(z) = 400. En —1, le numérateur tend vers 4 :
€T T——00 T—+00
4
lim f(z) = —o0, lim f(z)= +oo;ladroite z = —1 est asymptote verticale. f(z) —z =
z——1" z——11 T + 1

tend vers 0: D : y = z est asymptote oblique ; C est au-dessus de D pour z > —1, en dessous

pour z < —1.

ooy (z+D)(z+1)—(P+z+4) 22+22-3 (z+3)(z—1) 10
3.f(a:)_6 TS = TGiE T @il f(-8)=— = —bet
ﬂU=5=3

T —00 -3 —1 1 +00

F(z) + 0 - I -0

fle) -0 A =5 N, —ocoll4o0 N\, 3 N +H4oo

4 4
4.Si -1 -2 - -1 —2—xz)=-2— =—2—z— ——.
Siz # —1, alors z # —1, et f( x) a:+_1_ T Donc
f(—2—2)+ f(z) =-2=2x(-1).
5. Le discriminant de 2% + = + 4 vaut 1 — 16 = —15 < 0 : pas d'intersection avec |'axe des

abscisses. f(0) = 4 : la courbe coupe I'axe des ordonnées en (0;4).

6.0ntrace z = —1 ety =z, on place (—3;—5) et (1;3) avec leurs tangentes horizontales, (0;4),
(—2;—6), (3;4), puis on suit le tableau.

A
1
1
I
1
1 |
I4M
Vs
L} rd
| ’
9 ’
| ’
1 ’ =
| ¢ v
L / -
L} »
5 3-2 1@ 1 2 3
20
7 1
—2
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/’ |
4 1
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1 I
’
/ L6
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1
1
8
1

Asymptotes x = -1ety = x, centre Q(-1; -1)




Exercice 8

—4z

1.22 +1 > 0 pour tout réel z : Dy = R, symétrique par rapporta 0, et f(—z) = pa —f(z): f

est impaire.

. ) . . . . 4 4
2. Le degré du numerateur est plus petit que celui du dénominateur : —f = — tend vers 0. Donc

Z T
lixf f(z) = 0:I'axe des abscisses est asymptote en —oco et en +oo.
T—rL00
4z +1) —da x 2z 4(1 —z?) .

3. fl(z) = = d del—z% f(—1) = -2, f(1) =2.

7@ iy o G signe de 1% f(-1) = -2, J(1)

x —00 -1 1 +00
f(z) - 0 + 0 -

4 — dx(x? +1 —4a3
4.f(0)=0et f'(0)=4:T :y=4z. Puis f(z) — 4z = — 2"”(‘” +1) _ % dusigne de —z:
2+ 1 zv+1

C est au-dessus de T pour x < 0, en dessous pour z > 0 ; elle traverse T en O.

5. On trace I'asymptote y = 0, T', les points (—1;—2) et (1;2) avec leurs tangentes horizontales,
et (2;1,6), (—2;—1,6). La courbe est symétrique par rapport a O.



Lecon 5 : fonctions irrationnelles

Exercice 9
1.2—-2>0 <= £<2:D;=]|-00;2].
2.Pourx<2,:c—2:—(2—x):—(\/2—m)2,donc f2)-f2) _(@+hv2-o  z+1

x — 2 x—2 V2 —z
Quand zx tend vers 2 par la gauche, le numérateur tend vers 3 et /2 — x tend vers 0 en restant
positif : le taux tend vers —oo. f n'est pas dérivable en 2 ; la courbe a une demi-tangente

verticale au point (2;0).

1
3. Pour z < 2, la dérivée de z — /2 — ¢ est ———— (chapitre 3), donc
T T T W ( p )
+1 22—2)—(z+1) 3— 3z 3(1—x)
! = 2 — — il = = — .
fle)=vi-a-om— 22—z "2z 02—z

4.En —o0,z+1— —oc0ety2—z — +oo0: lim f(z)=—o0. f'(z) alesignedel —z, et f(1) =
T——00
2x1=2.

fl@)  —o0o A2 N 0

5.f(z) =0 < z=—1ouz=2:points (—1;0) et (2;0). £(0) = v2 ~ 1,41 : point (0;v/2).

6. On place aussi (—2; —2) et le maximum (1;2) avec sa tangente horizontale ; la courbe arrive
verticalement en (2;0).

v

/ ;

Demi-tangente verticale en (2 ; 0)



Exercice 10

rz+1 T 1 1 T
1 = —, car — = ourz > 0.
Ve + = W v/ pour

FCETETVN S

2. En 0 (a droite), le numérateur tend vers 1 et /z vers 0 en restant positif : lixg f(z) = +o0. L'axe
z—0"

. 1 .
des ordonnées est asymptote verticale. En +o00, v/x — +00 et 7 —0: lim f(z) = +4o0.
T

T—+00
1\’ v 1\ 1 1 1 z—1
3.Avec (- | =—=etv= | —=) = ———=———.Donc f'(z) = — = ,du
(v) g et =ve (ﬁ) 29Vz X F@) = e el
signedez — 1. f(1) = 2.

fl®) l4oo N\, 2 7 +o0

. 1 -
4. Le minimum de f sur |0; +oo| est 2 : pour tout z > 0, % > 2, donc z + 1 > 24/z (on multiplie
X

par y/z > 0). L'égalité a lieu seulement pour = = 1. (Autre preuve : z + 1 — 2y/z = (yz — 1) > 0
)
5 1 5/4 5 : L o
5.f(4) = 2 etf 1) = 1/—2 =3 La courbe descend le long de I'axe des ordonnees jusqu'a
(1;2), puis remonte lentement.



Lecon 6 : fonctions trigonomeétriques

Exercice 11

1. Pour tout réel z : f(z + 7) = cos (2:1: + 27 — %) = cos (2.’1: — g) = f(x).

2. Parlaregle de z — g(az +b) : f'(z) = —2sin <2x — %)

5 2
3.Pourm€[0;7r],t:2ac7g€ [g;—w].Onasint>Opourt6]0;#[,c'est—é—direace %,%
5 2
:Ié,f’(x)<O.Etsint<0pourte[—%;O[U]w;?ﬂ],c'est-é-direxe[0;%[U}?ﬂ;w 113,
f'(z) > 0. Valeurs : f(0) = cos (—%) = %, f (%) =cos0=1, f <2§> =cosm=—1, f(m) =
57 1
COS — = —.
3 2
T 27
xr O 3 3 s
f'(z) + 0 - 0 +
fl) 3 1 N -1 2 3
5 3 t+2
4.cost:O<:>t:%+k7r(k:entier).Dans{—g;?ﬂ]:t:gout=7,d‘ouax: 23 S =

om 1lm
127 12
5. On trace I'arc sur [0; 7], puis ses images par les translations de vecteurs i et —mi.

A

En vert foncé, I'arc étudié sur [0 ; ] ; en rouge, les solutions de f(x) = 0



Exercice 12

1. I est symétrique par rapporta 0, et f(—z) = tan(—z) + ¢ = —tanz + = = — f(x) : f estimpaire.

2. f'(z) = (1 + tan®z) — 1 = tan® = > 0 sur l'intervalle I : f est croissante sur I (chapitre 3). Elle
ne s'annule qu'en 0.

3. Quand z tend vers 7—T par la gauche tanz — oo et —x — —— ) — +oo. Par imparité,
e

flz
f(z) — —oo quand z tend vers —5 par la droite. Les dr0|tes T = % te = —g sont asymptotes
verticales.

4. f(0) =0et f/(0) = 0:latangente a I'origine est I'axe des abscisses (y = 0). La courbe la
traverse en O.

5. f est croissante sur I, donc pour z € [0; g[ f(z) > f(0) =0, c'est-a-dire tanxz > z.
Graphiquement, sur [0; g [, la courbe de la fonction tangente est au-dessus de la droite y = = ;

elles se touchent en O, ou y = x est la tangente a la courbe de tangente.

\
e N T S

Courbe de f ; en pointillés, la tangente et la droite y = x



€XD Exercice de lalecon 7

Exercice 13

1. Tableau de I'exercice 1: +00 \,0 4\, —oco (minimum local 0 en —1, maximum local 4 en 1).
On fait glisser la droite y = m :

Valeur de m m<0 m=0 0<m<4 m=4 m>4

Nombre de solutions de f(z) =m 1 2 3 2 1

Pour m = 0, les solutions sont —1 et 2 (exercice 1, question 4).

2. —(z—-12%(z+2)=—(z> -2z +1)(z+2)= —(2* — 3z +2) = —23 + 3z — 2 = f(z) — 4. Donc
f(z) =4 < z =1o0uz = —2:deux solutions, comme prévu.

3. A coupe C en trois points : (—2;4), (0;2) et (2;0). Donc f(z) = 2 — = a pour solutions —2, 0 et

2. C est au-dessus de A (ou la coupe) pourz < —2etpour0 <z <2:f(z)>2—2 < z €
J]—o00; —2]U[0;2].

4. f(z)—(2—z)=—2° +4z = —x(z® — 4) = —z(z — 2)(z + 2).

T —00 —2 0 2 +00
—z(z —2)(z+2) + 0 - 0 + 0 -

On retrouve exactement la lecture graphique.

C au-dessusde Apourx<-2etpourO0O=sx=<2



€D Exercices de lalecon 8

Exercice 14

1. a. 22* divisé par z donne 2z ; 2z(z + 1) = 22% + 2z ; il reste = — 1. Puis z divisé par z donne 1 ;
1x(z+1)=z+1;ilreste —2.Donc 2z?> +3z — 1= (z +1)(2z + 1) — 2 et

2

x)=2zx+1-— .

/(@) z+1
Comme 2 — 0 en too, D :y =2z + 1 est asymptote oblique. f(z) — (2z+ 1) = 2 :C
21 oo, D:y =2z ymp que. f(z T = rri

est au-dessus de D pour xz < —1, en dessous pour z > —1.

b. En —1, le numérateurtendvers2 -3 —1=—-2: lim f(z) =+4ooet lim f(z) = —oc.La
z——1- z——1F

droite z = —1 est asymptote verticale.

c. fl(z) =2+ CEEE > 0: f est strictement croissante sur |—oo; —1] et sur |—1; +o0[. En o0,

f(z) se comporte comme 2z.

x —00 -1 +00
f(z) + [ +
flz) —o0o S H4ooll—c0 7 400

d. Les asymptotes se coupenten Q(—1;-1) 2x (-1)+1=-1). f(-2—2)=-4—-2z+1—
2 2

= —9 — —_— d —) — = ) = — .
3 2m+w+1, onc f(—-2—z) + f(z) 2=2x(-1)

—1—=x

e. f(0)= 1. f(z) =0 — 2:1:2+3:1:—1:0:A:17,a::_3_T\/1_7%—1,780ux:
- 17

3+T\/_z0,28.

2. 2% divisé par 2z donne g ; §(2a: —2) = x? — z ; il reste 3z. Puis 3z divisé par 2z donne — ;

2
z 3 . 1 3
-4 - et la droite y = = — est
5 T2 9 o y=3713

g(2x —2) =3z — 3; il reste 3. Donc h(z) =

asymptote oblique.



Exercice 15

1. u(z) = (z + 3)(z — 1). v'(z) = 2z + 2 : u décroit sur |—oo ; —1], croit sur [—1; +oo[ ; minimum
u(—1)

—4. P est une parabole de sommet (—1; —4), qui coupe |'axe des abscisses en —3 et
1, et I'axe des ordonnées en —3.

2. u(z) < 0sur[-3;1]. Donc f(z) = 2® + 22 — 3 sur |—oo; —3] U [1;+oo, et f(z) = —az* — 2z + 3
sur [-3;1]. Laobu <0, f = —u a les variations contraires de celles de u :
T —00 -3 -1 1 +00
fl) 400 N 0 2~ 4 N, 0 S 400
B.u(-3)=0etu'(-3)=—-4#0:f(-3) =

—4 et fi(—3) = 4 (chapitre 3) ; f n'est pas dérivable
en —3, et (—3;0) est un point anguleux, de demi-tangentes y = —4(z + 3) pour x < —3 ety =

4(z + 3) pour z > —3. De méme, v'(1) = 4: f;(1) = —4, f3(1) = 4, et (1;0) est un point
anguleux.

4. u(|z|) = |z|? + 2|z| — 3 = 2% + 2|z| — 3 = g(z). g est définie sur R et g(—z) = g(z) : elle est

paire. Sur [0; +oo[, g = u, croissante (car [0; +oo[C [-1;+o0[) ; par symétrie, g est
décroissante sur |—oo; 0]. Minimum g¢(0) = —3

5. A droite de 0, g = u : g(0) = v/(0) = 2. A gauche, g(z) = u(—z), de dérivée —u'(—z) : g} (0) =

—2. Les deux nombres sont différents : g n'est pas dérivable en 0, et (0; —3) est un point
anguleux (ou g atteint son minimum).

6. Courbe de f : on retourne vers le haut I'arc de P situé sous I'axe des abscisses. Courbe de g :

on garde la partie de P située a droite de I'axe des ordonnées, et on la compléte par symétrie
par rapport a cet axe.

)
\
\
1
1
\
\
\
\
\
\
\}
\
\
\
\

\
\
\
\
A
\ 4

v

v

Courbe de f = |u| (u en pointillés)

Courbe de g (u en pointillés)



