n:l Corrigés détaillés

PREMIERE S - CHAPITRE 3 - DERIVATION

Corrigés détaillés des exercices d'application. Tous les résultats ont eté vérifiés par calcul exact,
et recoupés par un calcul numeérique indépendant. L'exercice 13 est réservé aux séries S2-54,
l'exercice 14 aux séries S1-S3.

Lecon 1: nombre dérivé

Exercice 1
2+h)—f(2
1. f(2) =4 —6:—2etf(2+h):4+4h+h2—6—3h:—2+h+h2.Doncf( +})L 1) _
h+ h? . -
J;L =1+ h, qui tend vers 1 quand h tend vers 0. f est dérivable en 2 et f'(2) = 1.
2—(z+1) 1-=z g(z) —g(1)
9(1) = 10urw> lx# 19(@) —9(1) = ——+ :c+1'd°1n° =
. m)(_x _) 1 =271 Quand z tend vers 1, ce taux tend vers —3 :9'(1) = 3
3.k(4) =3.Pourh #0 (eth > —9):
v9+h-3  (9+h)—-9 1
h  h(V9+R+3) VI+h+3
quitendvers313:%.Donckestdérivableen4etk’(4):%.
—m(-1 341
4.Avecz: 23+ 1= (z+1)(z* —z + 1), donc pour z # —1, m(i)_(ilf) ):ij:l =z’ —z+1,
quitendvers1+4+1+1=3.
—1+4+h) —m(—1 3h —3h? + h?
Avech:(—1+h)3:—1+3h—3h2+h3,doncm( +h)—m(-1) _ R

h N h
3h + h2, qui tend vers 3.
Les deux écritures donnent m/(—1) = 3.



Exercice 2

1. f(1) = 2. Le coefficient directeur de (AM) est
fA+h) —f(1) (A+2h+h)+(1+h)—2 3h+h’

> - - =3+ h.

h 1 05 01 -01 —0,01
coefficient directeur de (AM) 4 35 3,1 2,9 2,99

3. Quand h tend vers 0, 3+ h tend vers 3 : f/(1) = 3.

4. Non. La partie entiere n'est pas continue en 2 : sa limite a gauche en 2 vaut 1, et sa limite a
droite vaut 2. Or une fonction dérivable en un point y est continue. Donc E n'est pas dérivable
en 2.

5. u(0) = 0 et u(h) = h|#], donc "4 ;u(o) _h }|Lh|

(des deux cotés). Donc u est dérivable en 0 et «/(0) = 0.

= |h|, qui tend vers 0 quand h tend vers 0

Lecon 2 : tangente, approximation affine

Exercice 3

1. On lit les ordonnées des points : f(—1) = 2, f(0) =4, f(1) = 2.

2. Le nombre dérivé est le coefficient directeur de la tangente.

2-0
o Latangente en A passe par A(—1;2) et (—2;0): f'(-1) = 1—(2) =2,
o Latangente en B est horizontale : f/(0) = 0.
0-2
o Latangente en C passe par C(1;2) et (2;0): f'(1) = 1 -2

B.EnA:y=2(z+1)+2=2x+4.EnB:y=4.EnC:y=-2(x—1)+2= -2z +4.
4.f(1+h)~ f(1)+ f/(1)h =2 —2h. Avec h =0,1: f(1,1) ~ 1,8.
1\’ v 2z 8x
5. AveC <;> = _ﬁ et 'U(CE) = fﬂ2 =+ 1: f’(.’I)) =4 % <—m> = —m DonC fl(—].) =
Z =2, f(0)=0et f(1) = —2 = —2: ce sont bien les nombres lus. Enfin f(1,1) = % ~ 1,810

)

: I'approximation 1,8 est correcte & 1072 prés.



Exercice 4

f(3+h)—f(3) (9+6h+h*)—(6+2hR)—3 _ 4h + h?

1. f(3) =3.Pourh #0: Y = . Y =4+ h, qui
tend vers 4. Donc f'(3) = 4, et la tangente a pour équation y = 4(z — 3) + 3, soity = 4z — 9.

1 h
2.g(-1)=—-1.Pourh £0eth#1:g(—1+h)—g(-1) = 1 +1= P donc le taux vaut

1 . , .
7 aui tend vers —1. Donc ¢’(—1) = —1, et la tangente a pour équationy = —(z + 1) — 1,

soity = —x — 2.
3.¢(-1)=1-2—-1=-2.Pourh#0:q(—14+h)=1—2h+h*>*—2+2h—1= -2+ h% doncle
h2
taux vaut = h, qui tend vers 0 : ¢'(—1) = 0. La tangente au point d'abscisse —1 est

horizontale : c'est la droite y = —2 (au sommet de la parabole).
. (1+h)®—1 _ 3h+3h"+ 1
) h h
fonction cube en 1 vaut 3, et (1 + h)* ~ 1 + 3h pour h proche de 0.
b. /1,04 = /1+ 0,04 ~ 1+ 0,02 = 1,02 (calculatrice : 1,01980...).

1 1
= ~ 1+ 0,03 = 1,03 (calculatrice : 1,03093...).
0,97 1+ (-0,03) * ( )

1,013 ~ 1 + 0,03 = 1,03 (valeur exacte : 1,030 301).

= 3+ 3h + h?, qui tend vers 3. Donc le nombre dérivé de la

Lecon 3 : nombre dérivé a gauche, nhombre dérivé a droite

Exercice 5

2+ h)— f(2 h
1. f(2) =0 et, pour h # 0, ks f)z £(2) :’_h"
et fy(2) = —1: f n'est pas dérivable en 2, le point (2;0) est un point anguleux. Demi-tangentes
‘y=x—2pourz >2 ety =—z+2pourz < 2.

quivautlsih>0et—1sih <0.Donc fj(2) =1

2. g(1) = 2 (et la limite a droite vaut 4 — 2 = 2 : g est continue en 1).
22+1-2 _ 22 —1

o A gauche: = =z + 1, quitend vers 2: g (1) = 2.
z—1 z—1
. . 4z —2-2 4(z-—-1)
A droite : = =4:49,(1) =4.
© I P T 9q(1)

Les nombres sont différents : g n'est pas dérivable en 1, et (1;2) est un point anguleux. Demi-
tangentes:y=2(x —1)+2=2zpourz <1, ety=4(x—1)+2 =4z —2pourz > 1.

3. h(2) = 4 (et la limite a droite vaut 8 — 4 = 4).
2

o Agauche: ° —3 =z +2, quitend vers 4: h)(2) = 4.
dr —4 —4
z—2

Les deux nombres sont égaux : h est dérivable en 2 et h/(2) = 4. La tangente a pour équation

o Adroite: =4:h,(2) =4

y=4(x —2) +4 =4z — 4 : le second morceau est porté par la tangente.

E(1+h) — k(1 h 1
4. k(1) =0.Pourh>0: (1+h) () = £ = —=, qui tend vers +oco. Ce n'est pas une limite

h h vh

finie : k n'est pas dérivable a droite en 1. La courbe admet au point (1;0) une demi-tangente
verticale.




Exercice 6

1
1. f(1) = a + b. Quand z tend vers 1 par la gauche, az? + bz tend vers a + b ; par la droite, — tend
X
vers 1. Donc f est continue en 1 si et seulementsia+b=1.

2.Aveca+b=10na f(1) =1

1

. =—1 1—2z 1

o A droite: £ = = ——, quitend vers —1: /(1) = —1.
z—1 x(z-1) 29 fa(1)

. 2 — 21 -1
° Agauche:aa: 1 be (a+b):a(x ) +b(@ ):a(:r:+1)+b,quitendvers2a+b:

z—1 z—1
fy(1) =2a +0b.
3. f est dérivable en 1 si et seulement si elle y est continue et f;(1) = f;(1):a+b=1et2a+b=
—1. En soustrayant, a = —2, puis b = 3. Alors f(z) = —2z% + 3z pourz < 1, f/(1) = —1, etla
tangente au point (1;1) a pour équationy = —(z — 1) + 1, soity = —x + 2.

Lecon 4 : fonction dérivée, dérivées usuelles

Exercice 7
1. fi(z) = T2 SUr R ; fi(z) = —4SUrR ; fi(z) = 0 SUr R ; fi(x) = 2—\1/5 sur ]0; ool ; fi(z) = —;—2
sur ] —oo;0[ etsur]0;+oo]; fi(xz) = —sinz sur R.
2. (z + h)* = z* + 423h + 622h? + 4zh? + h*, donc
W = 42® + 622h + 4xh® + R3,

qui tend vers 4z® quand h tend vers 0.

1 e 1 1 . . 1 1 .
3.4/% = = etla dérivée en = vaut = 1. La tangente a pour équation y = (m — —> + 2 soit

172 4 2x1 4
1
y:m+z.
1 1
4, — = - — =2 <= gz =4.C'estle point (4:2).
Wz 4 vz v point (4;2)
1

5. - —==-41 = a:2:1 <— wzloux:—%.Cesontlespoints (%;2) et (—1;—2).

x? 4 2

6.sinm = 0 et sin’(7) = cosm = —1. La tangente a pour équation y = —(z — ), soity = —z + .



Lecon 5 : régles de calcul

Exercice 8

a. Polynéme, dérivable sur R : f'(z) = 6z — 10z + 4.
b. Sur R, par la régle du produit : ¢'(z) = 2z(3z — 2) + 3(z? + 1) = 92> — 4z + 3.

] 2(x+3)— (22— 1) 7
C.Sur] —oo;—3[etsur]—3;+oo[: h(z) = @3 :(m+3)2.2
d.Sur]0;+oo[:k’(x):2a:\/5+a:2><ﬁzmvﬁ—;#:gwﬁ(car%zl‘\/i)-
e.Sur]—oo;—2[,]—2:2[et]2; () = ——2
] 05 [] ) [ ] ,+OO[ Z("B) (:132—4)2
f.SurR :m/(z) = cosz — zsinz.
9. Sur0; +oo[: n'(x) = W.

1 . . - 3 12
h.p(a;):4><F,Sur]—oo,O[etsur]O,+oo[.p(m):4>< =)= o
Exercice 9
1.a.SurR:3 x 4(3z — 1) = 12(3z — 1)°.

1 1

b. Pour 2z + 6 > 0, soit sur | — 3;+o00[ : 2

16 V2zmi6
C.SUrR:2x <—sin<2m—z)) :—2sin(2w—7—T .

d. Sur - et sur 1'+ =3 x ! = 5
' 3 370 1-322) (1-322
e. Sur R : wcos(mz).

. . e 1 1 . .
2. Au point d'abscisse 5 : v/16 = 4 et la dérivée vaut \/_1_6 =7 La tangente a pour équation y =
1 1 11
—(xz — 4, soity = - —.
4(,7: 5) +4, soity 4a:+ 7

3.8ur] —oo;2[etsur]2;+ool:

oy 2w(x—2)— (22 —-3) 2*—4zx+3  (z—1)(z—3)
9(2)= (z—2)? T T@-2?  (z-2?

La tangente est horizontale quand ¢'(z) = 0, c'est-a-dire enz = 1 et z = 3. Comme g(1) =
-2 .
- 2etg(3) = % = 6, ce sont les points (1;2) et (3;6).



Lecon 6 : dérivée et sens de variation

Exercice 10

1. f'(z) = 322 — 122 + 9 = 3(z — 1)(z — 3) : positive a I'extérieur de [1; 3], négative entre 1 et 3. f(1) = 5,
f(8) =1 limites —oco en —oo et +oo en +oo.

x —00 1 3 400 i Gf
f'(x) + 0 - 0 + 3
f -0 05N 1 S 40 2
1 331)

Maximum local 5 en 1, minimum local 1 en 3.

4 2_4 -2 2 . -~
2.9(x)=1- 5 = z — = (@ )(Zm +2) :du signe de (z — 2)(z + 2). g(—2) = —4, g(2) = 4. Limites : —c0
X i X
en —oo ; en 0, —oco a gauche et +oo a droite ; +00 en +oo.

T —00 -2 0 2 +o00
g'(z) + 0 — I - 0 +
g -0 S =4 N —ooll+o N, 4 S 40

Maximum local —4 en —2, minimum local 4 en 2.
3.k (z) = —42® + 4z = —4x(x — 1)(z + 1). Signe : + sur | —oo; —1[, — sur] — 1;0], + sur]0; 1], — sur]1;+oo]
.k(=1) =k(1) =1, k(0) =0 ; limites —co en —oo et en +oo.
T —00 -1 0 1 +o00
k' (z) + 0 -0 + 0 -
k -0 | N 1 N0 N —

Maximum 1 en —1 et en 1, minimum local 0 en 0.

2 1 1
4.Sur|0;4o00[:m(z)=1—-—F—==1—— = 5.5 (z) =2cosz —1.Sur [0;7], cosz = = <= z =
Vi1 2z NE . 1 ) . 2

NCRL du signe de /= — 1 : négative sur ]0;1], g/ etcosz > pour0<z <o (cercle
posi:'five sur |1; +ool. m(0) = 0, m(1) = —1, et trigonométrique). Donc s’ > 0 sur [0; g[et s'" < 0 sur
m(z) = v/z (v — 2) tend vers +oo en +oo. } %;W]- 5(0) =0, s(m) = —.
™
z 0 1 +oo T 0 3 ™
!
m/(z) - 0+ s'(z) - 0 —
0 -1
m h S oo . 0 \/g_g N | om
Minimum —1 en 1.
. T V3 o T
Maximum (—):2 — == —==~0,
s 3 X 5 3 V3 3 0,68



Lecon 7 : bijection, équations, optimisation
Exercice 1

1.a. f'(z) = 32® +3 > 0 pour tout z : f est strictement croissante sur R, avec lim f(z) = —oc0 et
ITr——00

lim f(z) = 4oo (terme de plus haut degré).

r—+00

b. f est dérivable et strictement croissante sur R : c'est une bijection de R sur f(R) =] —
00 ;+oo[=R. Comme 0 € R, I'équation f(z) = 0 a une solution unique a.
c.f(1)=—-1<0et f(2)=9>0; f étant croissante, 1 < a < 2. Puis f(1,1) =1,331+3,3 -5 =
—0,369 < Oet f(1,2) =1,7284+3,6 —5=0,328 >0:1,1 < a < 1,2.
d. f est strictement croissante et f(a) =0: f(z) < 0 pour z < o, et f(z) > 0 pour z > a.
L'ensemble des solutions de z® + 3z — 5 > 0 est |a; +-00|.

2. ¢'(z) = 3z% — 6z = 3z(x — 2) : positive sur | — oo ;0] et sur |2; +oo[, négative sur]0;2[. g(0) = 1
etg(2)=8—-12+1= —3; limites —oco en —oo0, +00 en +oc.

T —00 0 2 +o00
g (z) + 0 - 0 +
g -0 S 1 N -3 N 40

e Sur|— o00;0], g est strictement croissante, bijection sur | — co; 1], qui contient 0 : une seule
solution. Comme g(—1) = -3 < 0 < g(0) =1, elle estdans | — 1;0].

e Sur [0;2], g est strictement décroissante, bijection sur [-3;1], qui contient 0 : une seule
solution. Comme g(1) = —1 < 0, elle est dans ]0; 1].

e Sur [2;+o0[, g est strictement croissante, bijection sur [-3; +oo[ : une seule solution. Comme
9(3) =1> 0, elle est dans |2; 3].

L'équation g(z) = 0 a donc exactement trois solutions.

Exercice 12

. . s 800 R e
1. a. L'aire vaut 800 m?, donc l'autre c6té mesure — m. La cléture comprend les deux cotés de

€
800 800
longueur z et un cété de longueur - L(z) =2z + —.

T
2(x? -4 2(x — 2 2
b.L'(z) =2— —8020 = (= - 00) = (2 0)2(1" + 0). Sur]0;+4o0], L'(z) a le signe de z — 20 :
T T T

L est strictement décroissante sur |0; 20] et strictement croissante sur [20; +o0].

800
c. L est minimale pour z = 20 : le champ mesure 20 m sur 20 = 40 m (le c6té de 40 m le long
du fleuve), et il faut L(20) = 40 + 40 = 80 m de cléture.

2.a. AM? = (z — 3)® + (2> — 0)? = 22 — 6z + 9 + z*, donc D(z) = z* + 2% — 6z + 9.
b. D'(z) = 4a® + 2z — 6. Et 2(z — 1)(22” + 2z + 3) = 2(22° + 22° + 3z — 22% — 2z — 3) = 2(22% +
z — 3) = 4z3 + 2z — 6. Le trinbme 2z? + 2z + 3 a pour discriminant 4 — 24 = —20 < 0 : il est
toujours strictement positif. Donc D’(z) a le signe de z — 1.
c. D est décroissante sur ] — oo ;1] et croissante sur [1;4oo[ : son minimumest D(1) =1+ 1 —
6 +9 = 5. Le point de P le plus proche de A est M(1;1), et la distance minimale est AM = /5.



€D Exercice de lalecon 8

Exercice 13

Partie A.
(2) —=(0)

1.2(0) =0etxz(2) =8 — 24 + 18 = 2. Vitesse moyenne : ? 5

2.v(t) =2'(t) =32 — 12t + 9 = 3(¢? — 4t + 3) = 3(t — 1) (¢t — 3).
3.0(0) =9m/setwv(2) =12 — 24 +9 = —3 m/s. A I'instant 2, la vitesse est négative : la position
diminue, le mobile recule.

=1m/s.

4. Le mobile s'arréte quand v(t) =0:at=1s ett¢t = 3 s. Ses positions sont alors z(1) = 4 m et
z(3) =0m.
5. v est positive sur [0; 1] et sur |3; 5], négative sur ]1;3[. De plus z(5) = 125 — 150 + 45 = 20.

t 0 1 3 5
v(t) + 0 - 0 +
z(t) 0 4 N, 0 20
Partie B.

1. C'(q) = q + 20, donc C’(40) = 60 (soit 60000 F). Et C(41) — C(40) = 2460,5 — 2400 = 60,5 : le
quarante et uniéme objet colte environ 60000 F, comme I'annonce le colt marginal.

0,5¢° + 20q + 800 800 _ . 800 a2 — 1600
2. M(q) = =1 +qq+ =0,5q+20+T.PwsM'(Q):O,S——2:—(1 o aa
L 402)(2[1 = 40), du signe de ¢ — 40 sur [1;100] : M est decroissante sur [1;40] et croissante
q
sur [40;100].

3. Le colt moyen est minimal pour ¢ = 40 objets : M (40) = 20 + 20 + 20 = 60, soit 60000 F par
objet. C'est bien la valeur du cot marginal C’(40) = 60.



€D Exercice de lalecon 9

Exercice 14

l.a.z? —4>0pourz < —20uz >2:sur]—oo;—2] etsur[2;+oo], f(x) =z® — 4. Sur [-2;2],
f(z) =4 -2

b. f'(x) =2z sur | —oo;—2[ et sur|2;4o0[; f'(z) = —2z sur] —2;2].
2 2

. . 4 . 4 —
c. En 2: a droite, z g =7 + 2 tend vers 4 ; a gauche, —a; = —(z + 2) tend vers —4. Donc
x J—

fi(2) =4et f;(2) = —4: f n'est pas dérivable en 2, point anguleux. (Régle : g'(2) = 4, et
+]9'(2)| = £4.) En =2 f,(—2) = —4 et f;(—2) = 4 : point anguleux. Demi-tangentes en (2;0) :
y=4x —8pourx > 2, ety =—4x+ 8 pourz < 2.

A

5 J]

v

-3 -2 -1 O 1 2 3

-1
Exercice 14.1: points anguleux en -2 et en 2

2. Iciu(z) = z* — 32% = 2%(xz — 3) s'annule en 0 et en 3, et v/(z) = 3z% — 6.
o En0:4/(0) =0, donc g est dérivable en 0 et ¢’'(0) = 0 (tangente horizontale).
o En3:u/(3) =27 —-18 =19 +# 0, donc g,(3) = —9 et g;(3) = 9 : g n'est pas dérivable en 3,
point anguleux.

™ T . T T ™ .
3.0055:06tcos’ (5) :—sm§:—17$0. Donc h;, (5) :—1ethg(§) =1:hn'est pas

dérivable en 5 point anguleux. (Directement : a droite de 5 cosz < 0 et h(z) = —cosz, de
dérivée sin z, qui vaut 1 en 7—2r.)
E(L+h) — k(1) hlh|

4.k(1)=0et
k(1) =0 et, pour h # 0, H 3

etk'(1) =0.

= |h|, qui tend vers 0. Donc k est dérivable en 1



