n:d Corriges detailles

PREMIERE S - CHAPITRE 2 - LIMITES ET CONTINUITE

Corrigés détaillés des exercices d'application. Tous les résultats ont eté vérifiés par calcul exact,
et recoupés par un calcul numérique indépendant. Les rappels de méthode sont en italique.

Lecon 1: la limite d'une fonction en un point

Exercice 1

1. Pour z # 3, f(z) = = + 3 (question 3), ce qui donne directement les valeurs. Par exemple,

8,41 -9 —0,59
2,9) = = =——=509.
£(29) -0,1 -0,1 59

z 29 299 301 3,1
Ffz) 59 599 601 6,1

2. Quand z s'approche de 3, f(z) s'approche de 6 : on conjecture lir% f(z) =6.
T—

(x —3)(xz +3)

3_172_9:(J;_3)(:c+3),doncpourw#?».f(m): z—3

3 = 6.

=z + 3. Ainsi lim f(z) =3 +
z—3

4. Fonctions usuelles définies au point : on remplace x par sa valeur.

a. (-2 +2x(-2)2—(-2)+4=-8+8+2+4=6.

3—-1
—— =1
1+1
c. V4 =2.
1-1-2 —2 2
d ——— = —==2.
—-1-2 -3 3
Exercice 2

Le numérateur s'annule au point : on le factorise parz — a.
a.z?2+ 3z —4 = (z — 1)(z +4), donc pour z # 1 le quotient vaut z + 4 : limite 5.
b.z? -9 = (z + 3)(z — 3), donc pour x # —3 le quotient vaut z — 3 : limite —6.

c.z? — 4z +4 = (z — 2)?, donc pour = # 2 le quotient vaut z — 2 : limite 0.

o

. 2% + b5z = z(z + 5), donc pour z # 0 le quotient vaut z + 5 : limite 5.



Lecon 2 : limite a gauche, limite a droite
Exercice 3

1.a. f(—1) = 2 (point plein). Les deux morceaux arrivent au point creux (—1;0) : lim1 f(z)=0
r——1"
et hni f(z) = 0. Ces limites sont égales, donc f a une limite en —1: lim f(z) = 0 (différente
z——1F

z——1
de f(-1)).

b. f(1) = —1. A gauche, la courbe arrive au point creux (1;2) : lir? f(z) = 2. A droite, elle part
T—1"
du point plein (1;—1) : linla f(z) = —1. Les limites sont différentes : f n'a pas de limite en 1.
z—1*

c. Entre —1 et 1, la courbe est le segment de la droitey =z + 1 : lin(l) f(z) =1.Entre 1 et 4, c'est
r—
la droite y = — 2 : lim f(z) = 1.
z—3
2.Agauchedel, g(z) =2z +1: linll g(x) = 3. A droite, g(z) = 2> + 2: lir{l g(x) = 3. Les deux
z—1- z—1t
limites sont égales, donc lin% g(z) = 3.
T—
3.Pourz>1,|z—1=x—1leth(z)=1.Pourz <1, |z—1 = —(xz—1) et h(z) = —1. Donc
lim h(z) = 1et lim h(z) = —1: pas de limite en 1.
z—1t z—1-
4.Sur [1;2], E(z) =1, donc lim E(z) =1.Sur [2;3[, E(xz) =2, donc lim E(z) =2 et

T2~ 27T
lim E(z) = 2.
z—2,5



Lecon 3 : limites infinies, limites a I'infini, asymptotes
Exercice 4

1l.a. 400 b.+4oo (4 estpair) ¢c. —oco (5estimpair) d.0 e.+oo f.—0o0 g.+o00 h.+4oo i.0.
2.

x —0,01 -0,1 0,1 0,01
1
oy —1000000 —1000 1000 1000000
lim 1 = +oo et lim L = —o00 : ces limites sont différentes, donc la fonction n'a pas de limite en
z—0" x?’ z—0~ :1;3
0.
Exercice 5

_
z—(—1)

fonction inverse par la translation de vecteur 4(—1; 3).

1.a. Dy =R\ {-1}. Comme f(z) = + 3, la courbe de f est I'image de la courbe de la

-, 1
b. Quand z — —1", z + 1 — 0 en restant positif, donc T~ +oo et lin{+ f(z) = +o0. De
T——

€T

A . 1 .
méme, xEIEIF f(z) = —o0. EN +00, ] — 0, donc ngﬁm f(z) =3.

c. Asymptote verticale : + = —1. Asymptote horizontale : y = 3, en +o0o et en —co.
3 20z —2)+3 2z-1
z—2 T —2 oz —2 = 9(2).
b. En 2 : le numérateur 3 est positif ; z — 2 — 0" a droite et 0~ a gauche. Donc lir§1+ g9(z) = +o0
T—

2.a.2+

et lim g(z) = —o0. En £o0, 3 — 0, donc lim g(x) = 2. Asymptotes : z = 2 (verticale) et
2~ Tz —2 x—+o0

y = 2 (horizontale).
. 2 .
3. Quand z — 0, 22 — 0 en restant positif, donc — — +oo et liII(lJ h(z) = —oo (des deux cotés) :
€T T—
. . 2
I'axe des ordonnées, x = 0, est asymptote verticale. En +o0, - = 0,donc lim h(z)=1:la
X

T—+00

droite y = 1 est asymptote horizontale.



Lecon 4 : opérations sur les limites
Exercice 6

1
1.a.2? - +o0, 3z — 400, —— — 0 : par somme, +oo.
xr
2 -
b. 23 - —00, —=5 + — — —5, donc la limite vaut —oo.
xr

1
c.3+ - —3etxz?+1— +oo: par produit, +oo.
X
d.1 -2z — —ooetz?+2 — +oo: par produit (régle des signes), —co.

— 0.

e.z?+1— +oo0, donc
2 +1

f.9+ % — 9, donc la racine tend vers 3.
g.1—z — 4ooquand z — —oo, donc +oo.
2. a. Le numérateur tend vers 1. A droite de 0, z > 0 : +00 ; & gauche, z < 0 : —co.
b. Le numérateur tend vers —2. Pourz >3,z -3 >0:« a—f », —00; pourx < 3:« 5—,2 », +00.
c. Le numérateur tend vers 3 ; (z — 2)% tend vers 0 en restant positif, des deux cotés : la limite

. . . . r+1
vaut 400 a gauche comme a droite, donc lim ——— =
z—2 (:1: — 2)2

d. Le numérateur tend vers —2. On écritz> — 1 = (z — 1)(z + 1) ; prés de —1, =z — 1 est négatif
(proche de —2). Pourz > —1, 2 +1>0,doncz? —1 < 0: « O‘—? », la limite a droite vaut +oo.
Pour z < —1, 22 — 1 > 0: la limite & gauche vaut —oo.

+00.

N ., . o0
3. a. +oo — ¢ : forme indéterminée. b. +o0o + oo : on conclut, la limite vaut +o00. c. — : forme
o0

indéterminée. d. co x 0 : forme indéterminée.



Lecon 5 : lever une indétermination

Exercice 7

En +oo : terme de plus haut degré (polynéme), quotient des termes de plus haut degré (fonction
rationnelle).

1.a. lim —2z% = +o0.

Tr——00
b. lim (—w2) = —00.
T—-+00
472 e
C. L 2, donc la limite vaut 2.
222
2
d — == — —o0.
3z 3
e 3T _5 g
2 T
3
T 1 1
f. = ——,donc la limite vaut —=.
—2x3 2' 2

z+1
2

2. Exercice 6, 3.a: 2 — z a la limite de z?, soit +oco. Exercice 6, 3.c : a la limite de — = —,
X

T T

soit 0.

3. La limite en 400 vaut 2 (question 1.c) : la droite y = 2 est asymptote horizontale en +oo (et
aussi en —oo, la limite y étant la méme).

Exercice 8

a.z?2 42z —3 = (z—1)(z+ 3); pour z # 1 le quotient vaut z + 3, donc la limite vaut 4.
T —2

b.z? —4=(z+2)(z—2)etz?+5z+6=(z+2)(z+3); pourz # —2 le quotient vaut —

T+

—4
BN donc la limite vaut —4.

c.ad—1=(z—1)(22+z+1)etz?—1=(z—1)(z+1); pourz # 1 le quotient vaut
??+z+1 3

— =
r+1 2

V=3  (Vz-3)(v/z+3) 1 1
d. = = - =
z—9 (x —9)(v/z +3) Ve+3 6
G YEtd-2 (@t -4 _ 1 1
’ T _a:(\/:c+4+2)_\/:c+4+2 4’
fvel+1—z= (w2 +1) - ol = ! Le dénominateur tend vers +oo, donc la limite vaut
' Va2 +1l4+z Vai+ltz '
0.
3z
A2+ 3z -2 = ——wo——.Pourz >0, Va2 + 3z = 2,/1 + 2, donc I'expression vaut
g 5 va? 4—333}—1—:1: 5 $ P
< = — , donc la limite vaut —.
1+1 2

z(y142+1) (14241



Lecon 6 : continuité en un point

Exercice 9

On compare la limite & gauche, la limite a droite et la valeur au point.

1. f(3) =9—-6=3et lim f(z)=3; lir? f(z) =2 x 3 —3 = 3. Les trois nombres sont égaux : f
z—3"

T3~

est continue en 3.

(z —2)(z + 2)
z—2
g(2) = 3, alors lin; g(x) =4 # 3: g n'est pas continue en 2.

r—r

2.Pourz #2, g(z) = =z + 2, donc lin% g(x) =4 =g(2) : g estcontinue en 2. Si
T

3.h(z) =2—zsiz <2eth(x)=x—2siz > 2. Les limites a gauche et a droite en 2 valent 0, et
h(2) = 0: h est continue en 2.
(0)

4.k0)=v1=1; lim k(z)=0+1=1; lim k(z) = v/1 =1: k est continue en 0.
xz—0~ z—0F
5.E(2) =2et lirgl E(z) = 2: E est continue a droite en 2. lir? E(z) =1+# 2: En'est pas
=2+ z—2"
continue a gauche en 2.

Exercice 10

1. f(2) = 2a + 1, et c'est aussi la limite a gauche ; la limite a droite vaut 4 — a. f est continue en 2
si, et seulement si, 2a +1 =4 — a, soita = 1.

2.Pourz <1, 22 +z—2=(z—1)(z +2),donc g(z) = = + 2 et lir? g(z) = 3. D'autre part, g(1) =
z—1-

2 4+ m, qui est aussi la limite a droite. g est continue en 1 si, et seulement si, 2 +m = 3, soit
m = 1.

3.a.En—1: lim1 f(z) =0# f(—1) = 2, donc f n'est pas continue en —1 (la courbe a un trou et
T——
un point isolé). En 0 : lir% f(z) =1 = f(0), donc f est continue en 0.
z—
b. 1iIIll f(z) = —1 = f(1) : continue a droite en 1. 111{1 f(z) =2 # f(1) : pas continue a
z—1* z—1-

gauche, donc pas continue en 1 (la courbe fait un saut).



Lecon 7 : continuité sur un intervalle

Exercice 11

1. a. f est un polynéme : elle est continue sur R.
b. g est une fonction rationnelle, définie sur R \ {—2;2} : elle est continue sur chacun des trois

intervalles.

c. z — x2 4+ 1 est un polyndme, continu et positif (il vaut au moins 1) sur R, donc = — v/z2 + 1
est continue sur R. On lui retranche z — =z, continue : h est continue sur R.

d. z — z — 1 est continue et positive sur [1;+oo[, donc z — 4/ — 1y est continue ; on ajoute
x — z : k est continue sur [1;+o0].

2. a. La fonction carré est continue, décroissante sur [—2;0] (image [0;4]) et croissante sur [0;1]
(image [0;1]). Donc I'image de [—2;1] est [0;4].
b. La fonction inverse est continue et décroissante sur |3 ;4] : I'image est [§;2].

c. u est affine de coefficient —2 < 0, donc continue et décroissante : I'image est
[u(2);u(-1)] = [-1;5].
d. v(z) = (z — 2)? — 3 : v est continue, décroissante sur [0;2] (de v(0) =1 av(2) = —3) et
croissante sur [2;3] (jusqu'a v(3) = —2). Les images sont [-3; 1] et [-3; —2], donc I'image de
[0;3] est [-3;1].

3.1l n'y a pas de contradiction : la partie entiere n'est pas continue sur [0; 2] (elle ne I'est pas en
1). Le théoréme ne s'applique donc pas.



€D Exercice 12

1. a. f est un polynébme, donc continue sur [0;1]. Si0 < z; < z2 < 1, alors :z:i’ < :1:3 et 2z < 229 ;
en ajoutant, f(z1) < f(x2) : f est strictement croissante sur [0;1].
b. f est continue et croissante, donc f([0;1]) = [f(0); f(1)] =[-1;2].
c. D'aprés le théoréme de la lecon 8, f est une bijection de [0;1] sur [-1;2]. Comme 0 €
[—1;2], I'équation f(z) = 0 a une unique solution o dans [0;1].
d. 7(0,4) = 0,064 +0,8 — 1 = —0,136 < 0 et £(0,5) = 0,125+ 1 — 1 = 0,125 > 0. Comme f est
strictement croissante et f(a) =0, ona f(0,4) < f(a) < £(0,5), donc 0,4 < a < 0,5.
2.a.(z—-2°4+1=a2>-4dz+4+1=2 42 +5="h(2).Si2<z <z <5,alors0 < z; —2 <
zy — 2, donc (z; — 2)? < (z, — 2)? (la fonction carré est strictement croissante sur [0; +o0]),
puis h(z1) < h(z2) : h est strictement croissante sur [2; 5].
b. h est un polynéme, donc continue ; elle est strictement croissante sur [2;5]. C'est donc une
bijection de [2;5] sur [h(2);h(5)] = [1;10].
c. 3 € [1;10], donc I'équation h(z) = 3 a une unique solution dans [2;5]. On résout : (z — 2) +
1=3 < (z—2)?=2.Commez—2>0sur[2;5],z—2=+/2:lasolutionestz =2 ++2
(environ 3,41).
d.Sur[0;5], (x —2)? =2 += z=2—+2o0uz =2+ +/2, deux nombres de [0;5] (2 — v2 =
0,59). Le réel 3 a donc deux antécédents dans [0;5] : h n'est pas une bijection de [0; 5] sur son
image [1;10]. Ce n'est pas contradictoire avec le théoreme : h n'est pas monotone sur [0;5].



€& Exercice 13

sin bx sin bx sint -
a. =5 X 5 ;avect = bz — 0, 5 — 1, donc la limite vaut 5.
T T
sin 2z 2 sin2z 2
b. ==X — —.
3z 3 2z 3
? 1 1 tSin4m 1, donc la limite v ut1
. = - X —— _ -.
© Sindg 4 mmk ST T donclalimievatity
sindr  sindx 1 4x 4z
d. = X = —, et — =2, donc la limite vaut 2.
sin 22 4z % * 2% 2z
. . . 1 o
e. smr o _She | She X — 1 x 1, donc la limite vaut 1.
2+z  z(z+1) x z+1
1 . . 1 sint
f. Avec t = — : quand z — +oo, t — 0 (en restant positif), et z sin — = — — 1.
T T
g. (1 —cosz)(1+ cosz) = 1 — cos® z = sin® z. Pour z proche de 0, 1 + cos z # 0 (il est proche de 2),
donc
1—cosac7 sin® z B sinz 2 1
2 z2(l+cosz) \ = 1+cosz’

i - 1 1
Comme 2% . 1 etcosz — 1, la limite vaut 12 x 5=73
X



€& Exercice 14

l.a.Pourz #2, 22+ x —6 = (x — 2)(z + 3), donc f(z) = = + 3 — 5. La limite est réelle : f est
prolongeable par continuité en 2, en posant f(2) = 5 ; le prolongement est z — x + 3.
sin 2z
2x
c. Le numérateur tend vers 1 et z2 tend vers 0 en restant positif : h(z) — +oo. La limite est
infinie : h n'est pas prolongeable par continuité en 0.
Vz+i-1_  (z+1)-1 1
z e(Verltl) Vzrltl '
2.a.p(-2)=-8+6+1=—-1;p(-1)=-1+3+1=3;p(0)=1;p(1)=1-3+1=-1,;p(2) =
8—-6+1=3.

b. g(z) =2 x

— 2 : prolongeable en 0, en posant g(0) = 2.

d.

1 1
=5 prolongeable en 0, en posant £(0) = 3

b. p est un polynéme, donc continue sur R. Sur [-2;—1], p(—2) < 0 < p(—1) ; sur [0;1], p(1) <
0 < p(0) ; sur[1;2], p(1) < 0 < p(2). D'aprés le théoreme des valeurs intermédiaires, |'équation
p(z) = 0 a au moins une solution dans chacun de ces intervalles. Comme p(1) # 0, ces
solutions sont distinctes : I'équation a au moins trois solutions dans [—2;2].
c.p(0,3) = 0,027 — 0,9+ 1 = 0,127 > 0 et p(0,4) = 0,064 — 1,2+ 1 = —0,136 < 0. Le théoreme,
appliqué sur [0,3;0,4], montre que I'équation a une solution comprise entre 0,3 et 0,4.
3.a.(z—1)?—-1=22 -2z +1—1=q(z). g est décroissante sur [—1;1] et croissante sur [1;3],
avec ¢(—1) =3,¢(1) = —1etq(3) = 3.

T -1 1 3
g(z) 3 | décroissante —1 croissante 3
g est continue, donc ¢([—1;1]) = [-1;3], ¢([1;3]) = [-1;3], et q([-1;3]) =[-1;3].

b.2 € [-1;3] = ¢([—1;3]) : 2 a au moins un antécédent. Plus précisément, ¢ est continue et
strictement monotone sur [—1; 1] et sur [1; 3], et 2 appartient a I'image de chacun : il a un
antécédent dans chacun, donc deux en tout (1 n'en est pas un, car g(1) = —1). On résout z* —

. . 2+ 24/3
2m:2,SOItm2—2m—2:O:A:4+8:12,d'ousz\/_

) et 1 + /3 (environ 2,73).

, C'est-a-dire 1 — /3 (environ —0,73



