n:d Corriges detailles

PREMIERE S - CHAPITRE 1 - GENERALITES SUR LES FONCTIONS

Corrigés détaillés des exercices d'application. Tous les résultats ont eté vérifiés par calcul exact,
et recoupés par un calcul numérique indépendant. L'exercice 12 est réservé aux séries S2-S4, les
exercices 13 et 14 aux séries S1-S3.

Lecon 1: image directe, image réciproque
Exercice 1

1. Dy = [~4;5]. On lit f(—4) = —2, f(1) = —1 et f(4) = 2.

2. La courbe coupe I'axe des abscisses en —3, 0, 2 et 5 : ce sont les antécédents de 0. La droite
y = 2 touche la courbe aux points (—2;2) et (4;2) : les antécédents de 2 sont —2 et 4.

3. On projette chaque partie de la courbe sur I'axe des ordonnées :
o sur[—4;-2], fcroitde —2a2: f([-4;-2]) =[-2;2];
o sur[-2;1], fdécroitde2a —1: f([-2;1]) = [-1;2];
o sur[—3;4], f partde f(—3) =0, monte a 2, descend a —1 puis remonte & 2 : f([—3;4]) =
[-1;2];
o sur[—4;5], la plus petite valeur est —2 et la plus grande 2 : f([—4 : 5]) =[-2;2].

4. On projette sur I'axe des abscisses les points de la courbe dont I'ordonnée est dans
I'ensemble :

o f7'([0;2]) =[-3;0] U[2;5] (parties de la courbe sur I'axe des abscisses ou au-dessus) ;
o f1({3}) = @ : ladroite y = 3 ne coupe pas la courbe, car f(z) < 2;

o f1(]-00;0[) =[-4;-3[U]0;2[ (parties strictement sous I'axe ; les bornes —3, 0 et 2 sont
exclues car fy vaut 0).

5.f(z) >0 <= z € f1([0;+00). Comme f(z) <2, c'est f71([0;2]) : S = [-3;0] U [2;5].



Exercice 2

1.(x—3)* —4=2>—6z+9—4=2x>—6z+5= f(x). La courbe est une parabole tournée vers
le haut, de sommet (3; —4) : f est décroissante sur ] — co; 3|, croissante sur [3; +oo|, et son
minimum est f(3) = —4.

2.Sur [2;6] : f(2) = —3, puis f descend a f(3) = —4 et remonte & f(6) = 5. Donc f([2;6]) =
[—4;5]. Sur [4;7], f est croissante : f([4;7]) = [f(4); f(7)] = [-3;12].

3.0 f(#)=0 < (¢—-3)?2?=4 < z—-3=-20uz—3=2:f1({0}) ={1;5}.

o 3<f(2)<0 <<= 1<(2-3)2<4 < 1< |z—3]<2:f1([-3;0]) =[1;2]U[4;5].
o f(z) > —4 pour tout z, donc f'(]—o00;—5]) = @, et f ' ([—4;+o0]) = R.

4. g(z) existe siz +2 > 0: D, = [-2;+00[. La courbe de g est celle de la racine carrée décalée

de 2 vers la gauche (legon 4) : g est croissante. Donc g([—1;7]) = [g(—1);g(7)] = [1;3].

Ensuite, 0 < vz +2<2 < 0<z+2<4:¢9'([0;2]) =[-2;2]. Deméme, 1 < vz +2 <
3= 1<z+2<9:971([1;3]) =[-1;7].

Lecon 2 : parité, périodicité, ensemble d'étude

Exercice 3

1.a. D =Ret fi(—z) = 2z* — 322 + 1 = fi(z) : f1 est paire.

b.D=Ret fy(—z) = —2° + 223 — x = — f,(z) : f, estimpaire.
—Z

c. D =R\ {-1;1}, symétrique par rapporta 0, et f3(—z) = Toech = —f3(z) : f3 estimpaire.
d. D =R\ {2} n'est pas symétrique par rapporta 0 (—2 € D mais 2 ¢ D) : f4 n'est ni paire ni
impaire.

e. f5(1) = —3 et f5(—1) = 5. Comme f5(—1) # f5(1) et f5(—1) # —f5(1), f5 n'est ni paire ni
impaire.

f.D=Ret fo(—2z) = | —z| + (—z)* = |z| +2° = fs(z) : fs est paire.

g.9—x22>0 <= zc [-3;3], intervalle symétrique par rapport a 0, et f;(—z) = v9 — 22 =
fz(z) : fr est paire.
h.D =Ret fs(—z) = (—z)| — z| = —z|z| = —fs(x) : fs est impaire.
2. f(—2) = —f(2) =3, et f(0) =0 car f estimpaire et définie en 0.
3.f(-1)=—f(1)=—(1—-2)=1.Pourz <0,0ona—z >0,donc f(—z) = (—z)? — 2(—z) = 2% +
2z, et f(z) = —f(—z) = —2* — 2z.



Exercice 4

1. Les trois fonctions sont définies sur R, et pour tout réel z :
o f(x+ m) =sin(2z + 27) = sin(2z) = f(z) ;
b €
o g(z+ 4m) = cos (5 + 277) = cos (5) =g(z);
o h(z +2) = cos(mz + 2m) = cos(wx) = h(z).
2.a. Pourtout réel z, E(z + 1) = E(z) + 1, donc p(z + 1) = (z + 1 — E(z) — 1)2 = ().
b. Sur [0;1], E(z) = 0, donc ¢(z) = «2. Puis ¢(2,5) = (2,5 — 2)? = 0,25 et p(—0,5) = (— 0,5 —
(-1))* = 0,25.
c. Sur chaque intervalle [k; k + 1[ (k entier), ¢(z) = (z — k)? : c'est I'arc de parabole de [0;1]
décalé de k. Chaque arc part du point (k;0), inclus, et s'arréte avant le point (k + 1;1), exclu.

Courbe de @ sur [-2; 2[ : point plein inclus, point creux exclu

™
3.sin(—2z) = —sin(2z) : f est impaire, et de période . Il suffit de I'étudier sur [0; 5}. La
™ T
symétrie par rapport a O donne la courbe sur [_5 ; 5], intervalle de longueur 7 ; les

translations de vecteurs i, —i, 2mi... donnent toute la courbe.

4.Si T > 0 était une période de f : z — 2, on aurait £(0 + T) = f(0), soit T? = 0, donc T = 0.
C'est impossible : la fonction carré n'est pas périodique.

Lecon 3 : éléments de symétrie d'une courbe

Exercice 5

1.D; =R\ {3}. Siz #3,alors6 —xz # 3:6 —x € Dy. Puis

— — _ 1 9z —
-z _x 7’ f(ﬁ—ac)—i—f(w):m T+e+1 2z 3):2:2><1.
3—z zx-—3

z—3 z—3
Donc €2(3;1) est un centre de symétrie de Cy.

£(6 ) =

2.Avecz =X —lety =Y +1, I'équation y = g(x) devient
V41=(X-1°+3X-1)°-1=X°-3X"+3X - 1+3X°-6X+3-1=X"-3X +1,

soit Y = X3 — 3X. La fonction X — X3 — 3X est impaire : Q(—1;1) est un centre de symétrie
de C,.

1 1
3.Dp, =R\ {2};sixz#2 alors4 —z # 2. Puis h(4 — x) :4—m+m :4—w—m,donc
h(4 —z) 4+ h(z) =4 =2 x 2. Le point (2 ;2) est un centre de symétrie de C,.



Exercice 6

1.2%(x —2)? +1=2%(2> — 4z +4) +1=2* — 42> + 42> + 1. Pour tout réel z, 2 — = € R et f(2 —
z)=2-2)2-z—-2) +1=(2—x)%2%>+1= f(z) : la droite z = 1 est un axe de symétrie.

24z — 2> =2z(4—2) >0 < =z €[0;4],donc D, = [0;4]. Siz €[0;4], alors4 — z € [0;4], et
g4 —z) = \/(4 —z)(4—(4—=2)) = /(4 — z)z = g(z). La droite z = 2 est un axe de symétrie.
(La courbe de g est un demi-cercle de centre (2;0) et de rayon 2.)

3.D,=Reth(d—z)=3—2|+|1—=z|=|z— 3|+ |z — 1| = h(z) : la droite = 2 est un axe de
symétrie.

4. Siz =1 était un axe, on aurait k(2 — z) = k(z) pour tout z. Or k(0) = 0 et £(2) = 6 : pour z = 0,
I'égalité est fausse. La droite z = 1 n'est pas un axe de symétrie. (L'axe de la parabole est la
droite x = —3.)

Lecon 4 : fonctions associées par translation

Exercice 7

1.a. Dy, = [0;+o00[; translation de vecteur —23 (on descend de 2).
b. gs(z) = /= — (=3) : D,, = [-3;400[ ; translation de vecteur —3i(onvade3versla
gauche).
c. Dy, = [1;+o00][; translation de vecteur 4(1;2) : la courbe part du point (1;2).

A
95
4
3
>
2
/
d //g7 N
-3 —2 -1 O 1 2 3 4 5 6
-1
94

I (noir), g, (vert), g, (bleu), g, (rouge)

2.g(z) = f(z +3) +1avec f(z) = z*: g(x) = (z + 3)* + 1 = 2® + 6z + 10.

3.a. fi(z) = (z+2)? -4+ 1= (x+2)? - 3: parabole y = z?, vecteur i(—2; —3), sommet
S(—2;-3), axe x = —2.
b. fa(z) = 2(z® — 62) + 13 = 2[(z — 3)> — 9] + 13 = 2(z — 3)*> — 5 : parabole y = 22, vecteur
4(3;—5), sommet S(3;—5), axe z = 3.
c. f3(z) = —(2? —2z) +3=—[(z — 1)2 = 1] + 3= —(x — 1)? + 4 : parabole y = —z?, vecteur
i(1;4), sommet S(1;4), axe z = 1.



Exercice 8

1 2z +2)+1 2z+5
= = - .D = 2 2
z+2 T+ 2 z 4+ 2 f(z). Donc f(z) = g(z +2) + 2 avec

1 . .
g(z) = = : C; est I'image de I'hyperbole y = — par la translation de vecteur %(—2;2). Centre de
X X

1.Pourx # —-2:2+

symétrie Q(—2;2) ; asymptotes z = —2 ety = 2.

—1 2 2
2.g9(z) = u =3+ ] :image de I'hyperbole y = — par la translation de vecteur
r — xr — X
4(1;3). Centre Q(1;3) ; asymptotes z = 1 ety = 3.
—2(x—1)—1 1. 1 .
3. h(z) = % =-2- p— :image de I'hyperbole y = - par la translation de

vecteur 4(1; —2). Centre 2(1;—2) ; asymptotesz =1 ety = —2.

2 —(z—-2)+2 —x+4
4. =—1+k=1,d k=2 Al =—1 = = .
f(3) + , donc ors f(x) S— o P




Lecon 5: les fonctions |f| etz — f(|z]|)

Exercice 9

1.f(z)=(x—2)?—4+3=(x—2)2?—1.Puis f(x) =0 <= (z—2)’=1 <= z=1ouz=23.Lla
courbe est une parabole de sommet (2; —1), tournée vers le haut, qui coupe I'axe des
abscisses en 1 et en 3.

2. f(z) > 0sur]—oo;1] etsur[3;+4o0[, et f(z) <0sur[1;3]. Donc
o g(z) =z? —4xz +3sur| —oo;1] etsur[3;+o0];
o g(z) = —z%+ 4z — 3 sur [1;3].
On retourne vers le haut I'arc situé entre 1 et 3 : le sommet (2; —1) devient (2;1). La fonction g
est décroissante sur | — oo ; 1], croissante sur [1;2], décroissante sur [2; 3] et croissante sur
[3;400].

3.Comme |z|?> = 2%, h(z) = |z|?> — 4|z| + 3 =2 — 4|z| + 3. Eth(—z) =2? — 4| —z| + 3 =h(z) : h
est paire. Pour z > 0, h(z) = f(z) : on garde la partie de C; a droite de |'axe des ordonnées,
puis on la recopie par symétrie par rapport a cet axe. Le minimum de h est —1, atteint en —2 et

en 2.

A Ch

) :

4 \

\ 3

3
2

2 /
1

1 =

4 5
/

\
-5 —4 3\.2//10| W’)
-1

Courbe de h : x » f(|x])

Courbe de g = [f| (en pointillés : €f)

4.g(-1) =1+4+3[=8;h(-1)=f(1) =0;9(2) =[-1[=1;h(2) = f(2) = -1,



Exercice 10

1. On coupe la courbe de g par la droite y = m :

Valeur de m m<0 m=0 0<m<l m=1 m>1

Nombre de solutions 0 2 4 3 2
2. On coupe la courbe de h par la droite y = m (minimum —1 en +2, valeur 3 en 0) :

Valeur de m m<-1 m=-1 —-1<m<3 m=3 m>3

Nombre de solutions 0 2 4 3 2

3./f(z)]=1 < f(z)=1ou f(z) = —1.D'unepart, (z —2)  —1=1 < (z-2)?=2 <
r=2—+2o0uz=2++/2 Dautre part, (z —2)> — 1= —1 += z = 2. Trois solutions : 2 — v/2,
2 et 2 + /2, comme prévu pour m = 1.

4.22 —4lz| +3=3 < |z —4|z| =0 = |a|(|z| —4) =0 < |z| =0 ou |z| = 4. Trois
solutions : —4, 0 et 4, comme prévu pour m = 3.

Lecon 6 : fonctions composées

Exercice 11

1. (vou)(z) = (2z — 1) =42% — 4z + 1 et (uowv)(z) = 22% — 1. Alors (vou)(0) =1 et (uov)(0) =
—1: les fonctions v o u et u o v sont différentes.

2. (wowv)(x) silfautz > 0 et /z # 2, soit z # 4. DoNC Dy, = [0;4[U]4; +00].

_ 1
= %3
1 . 1 .
(vow)(z) = ’/m il faut x # 2 et — > 0, soitz > 2. Donc D,,,, =|2; +o0l.
3.22-9>0 < 2?2 >9 <= |z| > 3:I'ensemble de définition est ] — co; —3] U [3;+o0].
1
4.a.u(z) =3z +6,v(t)=vt;b.ulz) =2 +1,v(t)=t3;c.u(z) =22 —z,v(t) = - ;d. u(z) =

t
2z — 5, v(t) = |t| ; e. u(z) = z2, v(t) = cost.

5.9(z) = f(z —3) = (f o7)(x) avec 7(z) = = — 3. La courbe de g est I'image de C; par la
translation de vecteur 31.



€D Exercice 12

1. (z+ 1) -1=2%+2z+1—1= f(z). La courbe de f est une parabole tournée vers le haut, de
sommet (—1;—1) : sur I = [—1;+o0], elle monte sans s'arréter, et sans lever le crayon. Donc f
est strictement croissante sur I, et f(I) = [f(—1);+oo[= [-1;+oo]. La fonction f est une
bijection de I sur J = [—1;+o0|.

2. f(-1) = -1, f(0) =0, f(1) = 3 et f(2) = 8. Les points (—1;—1), (0;0), (1;3) et (2;8) sont sur
Cy, donc les points (—1;—1), (0;0), (3;1) et (8;2) sont sur la courbe de f~'. Les points
(=1;—1) et (0;0) sont sur A : ils appartiennent aux deux courbes.

3. La courbe de f! est la symétrique de Cy par rapport a A.

4.Pourz > —1,leréela=—-1++/z+1estdansI (cary/z+1>0),etf(a)=(a+1)?—-1=(z+
1) — 1 =z. Donc a est I'antécédent de z dans I : f*(z) = -1+ +z + 1.

. .4 . . 4
5. Pour tout y > 0, I'équation — = y a une unique solution dans |0; +-oo| : z = —. Donc g est une
T Yy
4
bijection de ]0; +oo[ sur]0; +oo, et g 1(y) = y = ¢(y) : g est sa propre réciproque. Sa courbe

est donc symétrique par rapport a la droite y = .



€& Exercice 13

1. Pour tout réel = :

2 2 2
z2+1-2z (z—1) (x+1)
1-— = = >0 t l=-———"2>0.
f(:v) z? +1 24+1 ~ € f(:v) + 241 —
Donc —1 < f(x) < 1. Les bornes sont atteintes : f(1) =1 et f(—1) = —1.
2 z?+1+2 2
2.1 = = .Comme z?2+1>1,0na0 < 2,donc1 <3.Le
o oS 9(z) z?+12>1, <5752 <g(z) <
maximum de g est g(0) = 3 ; le minorant 1 n'est pas atteint.
3.k(z) =(z—1)2—1> —1:k est minorée par —1, qui est son minimum (k(1) = —1). Elle n'est

pas majorée : pour tout réel M > 0, k(M +2) = (M +1)> — 1= M?+2M > M.
4.2 —z=zx(zx—1)(z+1).

z J—oo;—=1[ ]—=1;0[ Jo51[ ]1;+4o00]
Signede z® — z - + - +

Donc z3 <z sur]—oo;—1JU[0;1], etz® > z sur [—-1;0] U[1l;+oo] (égalité en —1,0et1). 5. D, =
[-1;+4o0] et D, = R. Les fonctions u + w et u x w sont définies sur D, N D,, = [—1; +o0]. Pour %

on retire les zéros de w, —2 et 2 ; seul 2 estdans D, : D, ,, = [~1;2[U]2; +oo].

€ Exercice 14

1.22 —2x+5 = (x —1)2 + 4. On pose u(z) = (x — 1) + 4 et v(t) = +/t. La fonction u est
décroissante sur | — 0o ; 1] et croissante sur [1; +oo[, a valeurs dans [4; +oo[, oU v est
croissante. Donc h; est décroissante sur | — oo ;1] et croissante sur [1;+oo[. Son minimum est
hi(1) = V4 =2.

2.2° +4x +5=(z+2)2 +1> 1. Avec u(z) = (z +2)* + L eto(t) = % décroissante sur [1; +oo :
u décroit sur | — oo ; —2] (méme sens que v), donc hsy y est croissante ; u croit sur [—2; +o0]

(sens contraire), donc h, y est décroissante. Comme (z +2)? +1>1,0na0 < hy(z) < 1: h,
est bornée, de maximum hy(—2) = 1.

3.u(z) = 1 — 2z est décroissante sur R et v(t) = t* est croissante sur R : h3 est décroissante sur
R.

. s . 1
4. u(x) = x — 1 est croissante sur |1; +oo[, a valeurs dans |0; +oo[. La fonction v(t) = — est

Vit

décroissante sur |0; +oco[ (composée de la racine carrée, croissante a valeurs strictement
positives, et de la fonction inverse, décroissante sur ]|0; +oco[). Sens contraires : hy est
décroissante sur |1;+oo].



